Càlcul : problemes i solucions by Estela Carbonell, M. Rosa et al.
Els problemes que aquest llibre conté són el resultat 
d’alguns anys de docència en l’assignatura Càlcul 
de les titulacions d’Enginyeria de Camins, Canals i 
Ports, i d’Enginyeria Geològica, i desenvolupen el 
càlcul diferencial i integral d’una variable i de diver-
ses. També fa una introducció de les successions i 
les sèries funcionals, aplicable a tot el programa d’un 
primer curs de càlcul.
Aquest llibre és una recopilació de problemes propo-
sats als estudiants d’Enginyeria Civil de l’ETSECCPB 
durant els últims anys. S’estructura en deu capítols, 
que corresponen al primer curs de càlcul d’una varia-
ble i diverses d’una carrera tècnica, i es complemen-
ta amb les solucions dels exercicis.
Les autores d’aquest llibre de problemes són llicen-
ciades en Matemàtiques i professores del Departa-
ment de Matemàtica Aplicada III, adscrites a l’Escola 
Tècnica Superior d’Enginyeria de Camins, Canals i 
Ports de Barcelona (ETSECCPB).
L’experiència que han adquirit al llarg de la seva acti-
vitat universitària en les assignatures de càlcul les ha 
motivat a publicar aquesta obra, com a complement 
a les classes de teoria.
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Pro`leg
Aquest llibre e´s una recopilacio´ de problemes proposats als estudiants d’enginyeria civil de l’Escola Te`cnica
Superior d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona durant els darrers anys. Esta` dividit en deu
capı´tols, que corresponen al primer curs de Ca`lcul d’una o diverses variables d’una carrera te`cnica, i es
complementa amb les solucions dels exercicis, resultat de l’esforc¸ i la perseveranc¸a de M. Rosa Estela, i que
respon a la peticio´ dels estudiants.
Entenem que aquest exemplar no e´s simplement un complement a les classes de teoria, sino´ que tambe´ ser-
veix per ajudar l’estudiant a raonar i a crear i elaborar els seus propis raonaments.
Volem agrair els suggeriments i les aportacions d’alguns professors del Departament de Matema`tica
Aplicada III, especialment de l’Anna Serra, de l’Agustı´n Medina i de l’Andre´s Encinas i tambe´ la dels nostres
alumnes de les titulacions d’Enginyeria de Camins i Enginyeria Geolo`gica.
Esperem que el lector sa`piga disculpar els possibles errors no detectats. Qualsevol indicacio´ en aquest sentit
sera` ben acceptada.
Barcelona, 1 de febrer de 2008
M. Rosa Estela
Eva Cuello
A´ngeles Carmona
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1
Nombres reals i complexos
1. A quins intervals corresponen els subconjunts segu¨ents de nombres reals?:
{x ∈ R : x2 + x + 1 ≥ 0}
{x ∈ R : x < 0 i x2 + x − 6 < 0}
{x ∈ R :
√
x2 + 1
x2 − 1 ∈ R}
{x ∈ R : 2x + 1
x + 2
< 1}
{x ∈ R : (2x + 1)6(x − 1) ≥ 0}
{x ∈ R : x2 + 1 = 0}
{x ∈ R : x2 + x < 2}
{x ∈ R : x < x2 − 12 < 4x}
{x ∈ R : x − 2
x + 3 < 0}
{x ∈ R : x
2 − 4
x − 1 ≥ 0}
{x ∈ R : (x2 + 1)(x2 + 4)(x3 − 1) = 0}
{x ∈ R : x2 − 2x + 1 ≤ 0}
2. Demostreu que si a ∈ R+, aleshores es verifica:
i) |x| ≤ a⇐⇒ −a ≤ x ≤ a ∀x ∈ R
ii) |x| > a⇐⇒ x < −a o x > a ∀x ∈ R
iii) x2 ≤ a⇐⇒ −√a ≤ x ≤ √a ∀x ∈ R
3. Trobeu els intervals corresponents als subconjunts segu¨ents de nombres reals:
{x ∈ R : |x| ≤ 2}
{x ∈ R : |x − 2| ≥ 1}
{x ∈ R : |x| > 4}
{x ∈ R : |x3 − 2x + 1| ≥ 0}
{x ∈ R : |x2 − 1| ≤ 5}
{x ∈ R : |x − 5| < |x − 1|}
{x ∈ R : 1 < |x − 2| ≤ 3}
{x ∈ R : |x + 2||x − 2| > 4}
{x ∈ R : |x − 1| < |x|}
{x ∈ R : |x| + |x + 1| < 2}
4. Opereu en el cos dels complexos C, d’acord amb el que s’indica:
(6 − 5i)(6 + 5i) (1 − i)(1 + 2i)(1 − 3i)
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1
2 − i
(2 − 3i)2 + (i + 5)2
i(7 + 3i)
3 − 4i
7 − 4i
3 + 2i
i3(1 + i)2 − (2i − 1)
(1 − i)3(√3 + i)
1 − √3i
5. Expresseu en forma trigonome`trica i polar els nombres complexos segu¨ents:
−1
1 + i
1 − √3i
−i
√
3 + i
6. Expresseu en forma cartesiana aquests nombres complexos:
2eiπ
e−iπ/2
√
5
3eiπ/3
√
2e−iπ/4
eiπ/6
7. Calculeu les arrels complexes segu¨ents:
5√1
3√1 − i
4√−1
4√i/2
8. Calculeu aquestes pote`ncies:
( − 1 + i)3 (1 − √3i)4 (5 − 12i)2
9. Trobeu les pote`ncies ene`simes de la unitat imagina`ria i, e´s a dir, in, n ∈ N.
10. Si a e´s un nombre real, demostreu que:
cos a =
eia + e−ia
2
sin a = e
ia − e−ia
2i
11. Resoleu aquestes equacions en el cos dels complexos C:
x2 + 4x + 29 = 0
u4 − 1 = 0
z4 + z2 + 1 = 0
t3 + t2 − t − 1 = 0
12. Trobeu les equacions de segon grau que tenen com a arrels:
3 +
√
5i , 3 − √5i
−3 + i , − 3 − i
2 +
√
3i , 2 − √3i
−1 + 2i , − 1 − 2i
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13. Trobeu dos nombres complexos sabent que el producte dels seus mo`duls e´s 9, el quocient dels mo`duls
e´s 1, l’argument del producte e´s 0 i l’argument del quocient e´s π/2.
14. Trobeu z1, z2 ∈ C tals que la suma dels quadrats e´s 3, el quocient e´s imaginari pur i el mo`dul del
quocient e´s 2.
15. Calculeu les arrels del polinomi z3 − (1 + 3i)z2 + ( − 2 + i)z = 0 on z so´n nombres complexos.
16. Determineu els nombres complexos z1, z2 i z3 tals que z13, z23 i z3 siguin nombres reals, z3 = −a
(a ∈ R+), z1 + z2 + z3 = 0 i |z1| = |z2|.
17. Determineu el conjunt de tots els nombres complexos z que compleixen cadascuna de les condicions
segu¨ents:
|2z + 3| < 1
|z − i|
|z + i| = 2
|2z| ≤ |2z + 1|
Re
(2
z
)
+ Im
(4
z¯
)
< 1
Solucions
1. ( − ∞,+∞)
( − 3, 0)
( − ∞,−1) ∪ (1,+∞)
( − 2, 1)
[1,+∞) ∪
{
−1
2
}
(a, a)
( − 2, 1)
(4, 6)
( − 3, 2)
[2,+∞) ∪ [ − 2, 1)
[1, 1]
[1, 1]
2. Heu d’utilitzar la definicio´ de la funcio´ valor absolut i la propietat −|x| ≤ x ≤ |x|.
3. [ − 2, 2]
( − ∞, 1] ∪ [3,+∞)
( − ∞,−4) ∪ (4,+∞)
( − ∞,+∞)
[ − √6, √6]
(3,+∞)
[ − 1, 1) ∪ (3, 5]
( −∞,−√8) ∪ (√8,+∞)
(1
2
,+∞)
( − 3
2
,
1
2
)
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4. 61
2
5 +
i
5
19 − 2i
−37
25 +
9
25 i
6 − 8i
1 − 2i
3 − 2i
2 − 2i
5. 1π√
2 π
4
2 5π
3
1 3π
2
2 π
6
6. ( − 2, 0)
(0,−1)
(√5, 0)
⎛⎜⎜⎜⎜⎝32, 3
√
3
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(1,−1)⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√
3
2
,
1
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
7. 10+ 2kπ5 , k = 0, 1, 2, 3, 4.
6√2 7π
12 +
2kπ
3
, k = 0, 1, 2.
1 π
4 +
kπ
2
, k = 0, 1, 2, 3.(
1
4√2
)
π
8 +
kπ
2
, k = 0, 1, 2, 3.
8. 2 + 2i 16ei 203 π − 119 − 120i
9. i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i, k ∈ N.
10. Heu d’utilitzar la definicio´ de l’exponencial complexa: eia = cos a + i sin a.
11. −2 ± 5i
1,−1, i,−i
e
π
3 i, e
4π
3 i, e−
π
3 i, e
2π
3 i
1,−1,−1
12. z2 − 6z + 14 = 0
z2 + 6z + 10 = 0
z2 − 4z + 7 = 0
z2 + 2z + 5 = 0
13. z = 3 π
4
, w = 3 7π
4
121Ca`lcul. Problemes i solucions © Els autors, 2007. © Edicions UPC, 2007
Page (PS/TeX): 9 / 13,   COMPOSITE
14. z1 = −2, z2 = i, o be´, z1 = 2, z2 = i, o be´, z1 = 2, z2 = −i, o be´, z1 = −2, z2 = −i.
15. z = 0, z = i, z = 1 + 2i.
16. z1 =
a
2
+
√
3
2
ai, z2 =
a
2
−
√
3
2
ai, z3 = −a
17. Interior del cercle de radi 12 i centre ( − 32 , 0)
Circumfere`ncia de centre (0,− 53 ) i radi 43
Semipla` dret de la recta x = − 14
Exterior de la circumfere`ncia de centre (1, 2) i radi √5.
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2
Topologia
1. Demostreu que d : R+0 × R+0 → R+, definida per d(x, y)
def
= | log (y/x)| , e´s una dista`ncia en R+0
(anomenada dista`ncia logarı´tmica), i calculeu un entorn de centre 10 i radi r = 1.
2. Les aplicacions dk : Rn × Rn → R+, k = 1, 2, 3 definides per:
∀x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn i ∀y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn
d1(x, y) =
√
n∑
i=1
(xi − yi)2
d2(x, y) = ma`x
1≤i≤n
|xi − yi|
d3(x, y) =
n∑
i=1
|xi − yi|
so´n dista`ncies en Rn. Per a cadascuna i en el cas n = 2, calculeu un entorn de centre a l’origen de
coordenades i de radi r = 1.
3. Estudieu aquests subconjunts de R, R2 o de R3, segons el cas, amb la dista`ncia euclidiana, e´s a dir,
justifiqueu si so´n oberts o tancats. Indiqueu-ne la frontera, l’adhere`ncia i l’interior; justifiqueu si so´n
acotats i assenyaleu el conjunt de punts aı¨llats i de punts d’acumulacio´:
A = ( − 1, 1)
B = {−1, 0, 3/2, 2, √5}
N
Q
C = ([0, 2] ∪ {3} ∪ {Q ∩ (4, 5)}) − {1}
D = {(x, y) ∈ R2 : |x − y| < 1}
E = {(x, y) ∈ R2 : x2 ≤ 1 i |y| < 2}
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F = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≥ 4}
G = {z ∈ C : Re (z) = Im (z)}
H = {z ∈ C : |z − i| < 1}
4. Donat (Rn, d) espai euclidia`, demostreu que tot subconjunt tancat d’un compacte de Rn tambe´ e´s
un compacte.
5. Donat el conjunt A = {z ∈ C : |z−3| < 2} calculeu-ne l’interior, la frontera, l’adhere`ncia i l’acumulacio´.
Estudieu si e´s un conjunt obert, tancat, acotat i/o compacte.
6. Trobeu el lloc geome`tric dels z ∈ C que pertanyen al conjunt A = {z ∈ C : |z−1| = |z− i|}. Calculeu-ne
l’interior, la frontera, l’adhere`ncia i els punts d’acumulacio´ del conjunt A.
Solucions
1. (1, 100)
2. d1 : circumfere`ncia de centre (0, 0) i radi 1
d2 : quadrat de ve`rtexs (1, 1), ( − 1, 1), ( − 1,−1) i (1,−1)
d3 : quadrat de ve`rtexs (0, 1), ( − 1, 0), (0,−1) i (1, 0)
3. fr (A) = {−1, 1}, A = A′ = [ − 1, 1], ◦A = A, Aı¨ll(A) = φ
fr (B) = B = Aı¨ll(B) = B, ◦B = B′ = φ
fr (N) = N = Aı¨ll(N) = N, ◦N = N′ = φ
fr (Q) = Q = (Q)′ = R, ◦Q = Aı¨ll(Q) = φ
fr (C) = {0, 1, 2, 3} ∪ [4, 5], C = [0, 2] ∪ {3} ∪ [4, 5], ◦C = (0, 1) ∪ (1, 2),
Aı¨ll(C) = {3}, C′ = [0, 2] ∪ [4, 5]
fr (D) = {(x, y) ∈ R2 : y = x + 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y = x − 1},
D = D′ = {(x, y) ∈ R2 : |x − y| ≤ 1}, ◦D = D, Aı¨ll(D) = φ
fr (E) = rectangle de ve`rtexs( − 1,−2), ( − 1, 2), (1,−2) i (1, 2),
E = E′ = [ − 1, 1] × [ − 2, 2], ◦E = ( − 1, 1) × ( − 2, 2), Aı¨ll(E) = φ
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fr (F) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 4}, F = F′ = F,
◦
F = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 > 4}, Aı¨ll(F) = φ
fr (G) = G = G′ = G, ◦G = Aı¨ll(G) = φ
fr (H) = {(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1)2 = 1}, ◦H = H, Aı¨ll(H) = φ
H = H′ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1)2 ≤ 1},
4. Indicacio´: tot subconjunt d’un conjunt compacte esta` acotat.
5. A = {(x, y) ∈ R2 : (x − 3)2 + y2 < 4}
◦
A = A
fr (A) = {(x, y) ∈ R2 : (x − 3)2 + y2 = 4}
A = A′ = {(x, y) ∈ R2 : (x − 3)2 + y2 ≤ 4}
A obert, no tancat, acotat i no compacte.
6. El lloc geome`tric e´s la recta x = y.
◦
A = φ, fr (A) = A, A = A i A′ = A.
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3
Successions
1. Justifiqueu si les successions segu¨ents so´n acotades o no:
(2n)n∈N (cos (nπ))n ∈N(
1
n
)
n ∈N
(
n2 − 1
n
)
n ∈N
2. En l’espai euclidia` dels reals, demostreu que la converge`ncia de la successio´ (xn)n ∈N implica la con-
verge`ncia de la successio´ (|xn|)n ∈N. E´s cert el recı´proc? Justifiqueu la resposta.
3. Donat l’espai euclidia` (R, d) i el conjunt A ⊂ R definit per:
A = {x ∈ R : x =
(1
4
+
cos n
n2
)n2
o x =
n2 + 3n
5n o x = n(2
1/n2 − 1) , n ∈ N}
demostreu que A te´ un u´nic punt d’acumulacio´.
4. Es considera l’espai euclidia` (Rn, d) , n ≥ 1, a ∈ Rn i (an)n ∈N successio´ de termes de A ⊂ Rn.
Justifiqueu si les afirmacions segu¨ents so´n certes o falses:
1) Si ∃ lı´m
n→+∞
an = a, aleshores a ∈ A.
2) Si ∃(ank )  (an) tal que (ank ) e´s convergent en A, aleshores (an) e´s convergent en A.
3) Si ∃(ank )  (an) tal que (ank ) e´s convergent en A, aleshores A e´s un compacte.
4) Si ∀(ank )  (an), ∃ lı´mk→+∞ank = a, aleshores ∃ lı´mn→+∞an = a ∈ ¯A.
5. Es considera l’espai euclidia` (Rn, d), n ≥ 1. Justifiqueu si les afirmacions segu¨ents so´n certes o falses:
1) Tota (xn)n ∈N successio´ convergent de Rn esta` acotada i a l’inreve´s.
2) Tota (xn)n ∈N successio´ de Rn mono`tona i acotada e´s convergent.
3) Tota (xn)n ∈N successio´ de Rn convergent e´s mono`tona.
Successions119© Els autors, 2007. © Edicions UPC, 2007
Page (PS/TeX): 16 / 20,   COMPOSITE
4) Tota (xn)n ∈N successio´ de Cauchy e´s convergent.
5) ∀(xn)n ∈N successio´ de Rn convergent, aleshores A = {xn}n ∈N e´s un conjunt infinit.
6. Es considera l’espai euclidia` (R, d) i (an)n ∈N una successio´ de R mono`tona creixent. Justifiqueu si les
afirmacions so´n certes o falses:
1) (an)n ∈N esta` acotada inferiorment.
2) (an)n ∈N e´s de Cauchy.
3) Si (an)n ∈N esta` acotada superiorment amb suprem a 0 i (bn)n ∈N e´s successio´ deR, tal que ∀n ∈ N,
0 < a < bn < b amb a, b ∈ R, aleshores ∃ lı´m
n→+∞
anbn = 0.
7. Calculeu el lı´mit de les successions nume`riques que tenen per terme general:
1 + 1/2 + · · · + 1/n
ln n
1 +
√
2 + · · · + n√n
n
1
n2
+
2
n2
+ · · · + n − 1
n2
1√
n2 + 2
+
1√
n2 + 4
+ · · · + 1√
n2 + 2n
8. Calculeu aquests lı´mits:
lı´m
n→∞
(n)1/n
lı´m
n→∞
n2(21/n − 1)
lı´m
n→∞
(
√
n2 + n − 2n)
lı´m
n→∞
(1 + ( − 1)n)
lı´m
n→∞
n(e1/n − 1)
lı´m
n→∞
(
n − 1
n
− n + 13n
)
lı´m
n→∞
2n
1 + 2n
lı´m
n→∞
3n − 2n
5n
lı´m
n→∞
n ln n
lı´m
n→∞
n
2n
lı´m
n→∞
10n
2n
lı´m
n→∞
(
1 + ln
(
1 + 1
n
))2n
lı´m
n→∞
(
n2 + 1
4n2
)n
lı´m
n→∞
(
n
n2 + 1
)1/n
lı´m
n→∞
(
5n − 1
3n
)−n2
lı´m
n→∞
(5n − 2n)
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lı´m
n→∞
(n2 + 1)1/(n+1)
lı´m
n→∞
(
√
n + 1 − √n)
lı´m
n→∞
( − 1)n
n!
lı´m
n→∞
(
1 − 2
n
)n
lı´m
n→∞
cos n
n2
lı´m
n→∞
n sin
(
π
n
)
lı´m
n→∞
n sin n
2n
lı´m
n→∞
( ln (n2 + 1) − n)
lı´m
n→∞
ln (n2 − n + 1)1/n
lı´m
n→∞
n2
n!
lı´m
n→∞
ln n
n
lı´m
n→∞
(
1
n
)(2n−1)/n2
lı´m
n→∞
(
n2
n + 1
)1/n
lı´m
n→∞
(
sin n
n2
+
1
2
)n4
9. En l’espai euclidia` dels reals es considera la successio´ nume`rica (an)n ∈N tal que lı´m
n→∞
(an+1−an) = λ ∈ R.
Demostreu:
1) lı´m
n→∞
an
n
= λ.
2) lı´m
n→∞
a1 + · · · + an
n2
=
λ
2
.
10. Donades les successions segu¨ents, (xn)n ∈N, definides per recurre`ncia en (R, d) euclidia`, demostreu que
so´n convergents i calculeu-ne el lı´mit:
i) x1 = 3, xn+1 =
xn + 5
2
ii) x1 = 2, xn+1 =
1
2
(
xn +
2
xn
)
11. Siguin a0, b0 ∈ R tals que a0 > b0 > 0. En l’espai euclidia` dels reals es consideren les successions
(an)n ∈N i (bn)n ∈N definides recurrentment per:
an+1 =
an + bn
2
bn+1 =
√
anbn
Demostreu les afirmacions segu¨ents:
1) an ≥ bn,∀n ∈ N.
2) (an)n ∈N e´s decreixent i acotada inferiorment.
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3) (bn)n ∈N e´s creixent i acotada superiorment.
4) (an)n ∈N i (bn)n ∈N convergeixen cap al mateix lı´mit.
12. En l’espai euclidia` dels reals, es considera la successio´ (xn)n ∈N de nombres racionals (e´s a dir, xn ∈
Q,∀n ∈ N), definida de manera recurrent per:
x1 = α, α ∈ (0, 1) ∩ Q
xn+1 =
α + xn
1 + xn
, ∀n ∈ N∗
1) Demostreu que (xn)n ∈N e´s una successio´ acotada.
2) Demostreu que (xn)n ∈N e´s una successio´ mono`tona.
3) Estudieu la converge`ncia de (xn)n ∈N. E´s convergent en Q?
4) Considereu (Q, d) amb la dista`ncia euclidiana induı¨da dels reals. (Q, d) e´s un espai me`tric com-
plet? Justifiqueu la resposta.
13. En l’espai euclidia` (R, d) es consideren (xn)n ∈N i (yn)n ∈N dues successions nume`riques tals que ∀n ∈
N, xn ≥ 0 i ∃ a, b ∈ R tals que ∀n ∈ N, 0 < a < yn < b.
Definim zn = ( − 1)nxnyn,∀n ∈ N. Demostreu:
(zn)n ∈N e´s convergent ⇐⇒ lı´m
n→+∞
xn = 0.
Solucions
1. No Sı´
Sı´ No
2. Indicacio´: ||xn| − |x|| < |xn − x|. El recı´proc e´s fals.
3. A′ = {0}
4. 1) F
2) F
3) F
4) C
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5. 1) F
2) F
3) F
4) C
5) F
6. 1) C
2) F
3) C
7. 1) 1
2) 1
3) 1/2
4) 1
8. 1
+∞
−∞
no existeix
1
2
3
1
0
1
0
0
e−2
0
π
0
+∞
0
+∞
e2
0
1
0
+∞
−∞
0
0
0
1
1
0
9. Indicacio´: criteri de Stolz.
10. i) (xn)n ∈N e´s mono`tona creixent. l = 5
ii) (xn)n ∈N e´s mono`tona decreixent. l =
√
2
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12. 1) 0 < xn < 1
2) (xn)n ∈N e´s mono`tona creixent.
3) l = +
√
α
4) No
13. Indicacio´: el lı´mit d’una successio´ producte d’una successio´ que tendeix a zero per una que esta` acotada
val zero.
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4
Se`ries nume`riques
1. En l’espai euclidia` dels reals, raoneu si e´s certa o falsa l’afirmacio´ segu¨ent, amb un contraexemple en
cas de falsedat:
Si
∑
n≥1
an i
∑
n≥1
( − an) so´n convergents, aleshores
∑
n≥1
|an| e´s convergent.
2. En l’espai euclidia` dels reals, sigui (an)n∈N una successio´ i suposem que ∃ M > 1 tal que |an| ≤ Mn−M,
∀n ∈ N, i ∃ k ∈ N tal que ∑
n≥1
(bkn − bkn+1) e´s convergent.
Demostreu que
∑
n≥1
anbn e´s convergent.
3. Es considera l’espai euclidia` (R, d) i la se`rie nume`rica
∞∑
n=1
an convergent. Justifiqueu si les afirmacions
segu¨ents so´n certes o falses:
1)
∞∑
n=1
an e´s absolutament convergent.
2) La se`rie de termes positius i la termes negatius so´n convergents.
3) La successio´ de sumes parcials
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ n∑
k=1
|ak|
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
n∈N
no e´s convergent, pero` esta` acotada.
4) La successio´ (|an|)n∈N e´s convergent cap a zero.
4. Es consideren l’espai euclidia` (R, d) i la se`rie nume`rica
∞∑
n=1
an convergent. Justifiqueu si les afirmacions
segu¨ents so´n certes o falses:
1) Si ∃ lı´m
n→+∞
an = l ∈ R , aleshores
∞∑
n=1
an e´s convergent.
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2) (sn)n∈N =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ n∑
k=1
ak
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
n∈N
e´s de Cauchy ⇐⇒
∞∑
n=1
an e´s convergent.
3) Si ∀n ∈ N, 0 ≤ an ≤ bn i
∞∑
n=1
bn e´s divergent, aleshores
∞∑
n=1
an e´s divergent.
5. En l’espai euclidia` (R, d), verifiqueu aquestes afirmacions:
1) Si a ∈ R , a > 1 , aleshores ∃ lı´m
n→+∞
(
1 +
1
a
+
1
a2
+ · · · + 1
an
)
=
∞∑
n=0
1
an
=
a
a − 1 .
2) ∀n ≥ 1 , ln n ≤ n, llavors
∞∑
n=2
1
ln n
e´s divergent.
3) Si (an)n∈N e´s una successio´ mono`tona creixent i lı´m
n→+∞
an = +∞ aleshores
∞∑
n=1
( − 1)n
an
e´s conver-
gent.
6. Es considera l’espai euclidia` (R, d) i la se`rie nume`rica
∞∑
n=1
an convergent, amb an > 0, ∀n ∈ N.
Verifiqueu que:
1) La se`rie
∞∑
n=1
( − 1)nan e´s convergent i la se`rie
∞∑
n=1
1
an
e´s divergent.
2) La se`rie
∞∑
n=1
an
3n e´s convergent.
3) La se`rie
∞∑
n=1
ln (1 + an) e´s convergent.
7. Es consideren l’espai euclidia` (R, d) i les se`ries nume`riques
∞∑
n=1
an i
∞∑
n=1
bn, bn > 0. Justifiqueu si les
afirmacions segu¨ents so´n certes o falses:
1) Si
∞∑
n=1
an
2 e´s convergent, aleshores
∞∑
n=1
an e´s convergent.
2) Si
∞∑
n=1
an i
∞∑
n=1
bn so´n divergents, aleshores
∞∑
n=1
anbn e´s divergent.
3) Si
∞∑
n=1
an e´s convergent i
∞∑
n=1
bn e´s divergent, aleshores
∞∑
n=1
an
bn
e´s divergent.
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8. En l’espai euclidia` dels reals es consideren les successions (an)n∈N i (bn)n∈N. Demostreu que si les se`ries
nume`riques
∑
n≥1
a2n i
∑
n≥1
b2n so´n convergents, aleshores la se`rie
∑
n≥1
anbn e´s convergent.
9. En l’espai euclidia` (R, d), estudieu la converge`ncia de les se`ries segu¨ents i, si e´s possible, calculeu-ne
la suma:
∑
n≥1
( − 1)n n + 1
n!
∑
n≥1
2
n!
∑
n≥1
1
n2 + 5
∑
n≥1
n
2n − 1
∑
n≥1
1
n
√
n + 1
∑
n≥1
1√(2n − 1)(2n + 1)
∑
n≥1
3nn!
nn
∑
n≥1
n2(
2 + 1
n
)n
∑
n≥0
(
1 + 1
2n
) ∑
n≥1
1
n(n + 1)
∑
n≥1
2n + 3n
5n
∑
n≥1
n
(n + 1)!
∑
n≥1
1
n(n + 1)(n + 2)
∑
n≥0
( − 1)nn! + 3n+1
3nn!
∑
n≥1
2n + 3
n(n + 1) ·
1
3n
∑
n≥1
2n + 3
n3 + 5n2 + 8n + 4 ( • )
( • ) Nota:
∞∑
n=1
1
n2
= π2/6.
10. En l’espai euclidia` dels reals, estudieu la converge`ncia de les se`ries nume`riques segu¨ents segons el
valor de la constant real a:
i)
∑
n≥0
an
n2 + 1
3n , a ∈ R. ii)
∑
n≥1
an + n2 + n
an+1n(n + 1) , a > 0.
11. Si (xn)n∈N e´s una successio´ convergent en l’espai euclidia` dels reals, demostreu que:
∞∑
n=2
ln [(1 + 1
n
)n(1 + n)]
(n ln n) ln ((n + 1)(n+1)) =
1
2 ln 2
Se`ries nume`riques127© Els autors, 2007. © Edicions UPC, 2007
Page (PS/TeX): 24 / 28,   COMPOSITE
12. En l’espai euclidia` (R, d) es considera la successio´ (xn)n∈N de termes estrictament negatius, e´s a dir,
∀n ∈ N, xn < 0, amb x0 = −1 i ∀n ≥ 1, xn − xn2 = xn−1. Demostreu que la se`rie nume`rica
∑
n≥1
xn
2 e´s
convergent i calculeu-ne la suma. A me´s, demostreu la converge`ncia de les se`ries:
∞∑
n=1
( − 1)nx2n i
∞∑
n=1
sin (x2n) cos (x2n)
13. Calculeu els nombres reals a, b, c, d que verifiquen la igualtat segu¨ent:
x3 = ax(x − 1)(x − 2) + bx(x − 1) + cx + d
Demostreu que
∞∑
n=0
n3
n!
= 5e, si se sap que
∞∑
n=0
1
n!
= e.
14. En l’espai euclidia` dels reals, es considera (an)n∈N successio´ de nombres reals positius i (sn)n∈N la
successio´ de les seves sumes parcials: sn =
n∑
k=1
ak. Demostreu que la se`rie segu¨ent e´s convergent i
calculeu-ne la suma: ∑
n≥2
an
snsn−1
Solucions
1. F
2. Indicacio´: heu d’utilitzar el criteri de comparacio´.
3. 1) F
2) F
3) F
4) C
4. 1) F
2) C
3) F
5. 1) C
2) C
3) C
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6. Indicacions:
1) Condicio´ necessa`ria de converge`ncia.
2) Heu d’aplicar el criteri de comparacio´.
3) Heu d’aplicar el criteri de comparacio´.
7. 1) F
2) F
3) F
8. Indicacio´: 0 ≤ | 2anbn| ≤ an2 + bn2
9. convergent 2(e − 1)
convergent divergent
convergent divergent
divergent convergent
divergent 1
13
6 1
1
4
3(1
4
+ e)
1 π
2
6 −
3
4
10. i) Convergent per a |a| < 3
ii) Convergent per a a > 1
11. Indicacio´:
ln [(1 + 1
n
)n(1 + n)]
(n ln n) ln ((n + 1)(n+1)) =
1
n ln n
− 1(n + 1) ln (n + 1)
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12.
∑
n≥1
xn
2 e´s telesco`pica i la seva suma val 1.
∞∑
n=1
( − 1)nx2n convergeix absolutament.
∞∑
n=1
sin (x2n) cos (x2n)
Indicacio´: heu d’aplicar el criteri de comparacio´ i el criteri de comparacio´ per pas al lı´mit.
13. a = 1, b = 3, c = 1, d = 0.
14. Indicacio´:
∑
n≥2
an
snsn−1
e´s telesco`pica.
Si
∑
n≥1
an = S aleshores
∑
n≥2
an
snsn−1
=
1
a1
− 1S
Si
∑
n≥1
an e´s divergent aleshores
∑
n≥2
an
snsn−1
=
1
a1
.
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5
Funcions: l´ımits i continuı¨tat
1. Estudieu el domini de definicio´ de les funcions segu¨ents:
h(t) = e1/t − e2t
g(u) = ln
(
u − 1
u + 2
)
f (x, y) =
√
x − (y − 1)2 − 1
g(u, v) = u + v√
2u − v
r(t, s) = ln (t
2 + s4)
sin (ts)
f (x) = cos (x2 − ln (x + 1))
g(u) =
√
u3
u2 − 1
s(t) = sin (1/t)
t3 − 1
f (x, y) = ln (y − x2)
h(t, z) = tz(t + 1)2 + (z − 2)2
r(t) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ln |t + 1|
t
√
t
,
e2/t
t2 − 1 ,
√
t2 − 4
cos (2t)
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
2. Calculeu la composicio´ d’aquests parells de funcions:
f (x) = 2x + 3
x + 1
, g(x) = √x − 1
h(t) = sin (t2 − 2) , s(t) = e1/t
f (x, y) =
(
x2 − y2
xy
, x + y
)
, g(x, y) = √x − y + 3
r(t) = ( sin t , cos t , t) , g(u, v, z) = u2 + v2 + z2
f (x, y, z) = (x + z , y − x) , h(x, y) = sin (x + y)
3. Representeu gra`ficament algunes corbes de nivell de les segu¨ents funcions reals de variable vectorial i
estudieu de manera aproximada la superfı´cie que generen a l’espai:
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f (x, y) = x2 + y2
z(x, y) = xy
g(a, b) = 9a2 + 4b2
h(s, t) =
√
s2 + t2
f (t, z) = t2 − z2
w(u, v) = 2u − v
4. Trobeu el valor que prenen les funcions segu¨ents sobre les corbes indicades: (funcio´ restringida als
punts d’una corba)
g(x, y) = sin (x
2 + y2)
y2
sobre el tros de circumfere`ncia y − √π/2 − x2 = 0.
h(x, y, z) = 3z
x2 + 2y2
sobre el paraboloide z = x2 + 2y2.
5. Calculeu aquests lı´mits de funcions de variable real:
lı´m
x→2
x2 − 6x + 8
x2 − 4
lı´m
t→0
(
1 + t
1 − t
)1/t
lı´m
x→0
|x|
x
lı´m
x→+∞
( ln x)1/x
lı´m
x→+∞
x( ln (x + 1) − ln x)
lı´m
t→π/2
( sin t − 1) tan t
lı´m
x→π/2
( sin x)tan x
lı´m
x→+∞
(
ex
x
)e−x
lı´m
x→∞
(
x2 + 1
x2 − 1
)2x
lı´m
t→−1
et+1 − 1
t2 − 1
lı´m
x→0+
ln ( cos x)
x2
lı´m
t→0
t · sin
(
1
t
)
lı´m
x→−1
sin (x2 − 1)
x + 1
lı´m
t→0
√
1 + t − √1 − t
t
lı´m
x→0
1
1 + e1/x
lı´m
x→0
eax − ebx
x
lı´m
x→0+
xx
lı´m
t→+∞
( ln (t2 − 2t + 1))1/t
lı´m
x→0+
(x ln (1/x))x
lı´m
x→∞
x · arcsin (1/x)
lı´m
x→0
1 − cos x
x2
lı´m
x→1+
(
x
x2 − 1
)x−1
lı´m
t→π/4
sin (t − π/4)
4t − π
lı´m
x→0
ln (1 + sin x)
x
lı´m
x→∞
(
x + 1
2x + 1
)x2
lı´m
x→0
1 − e−x
sin x
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lı´m
x→4
arctan (x − 4)
ln (x − 3)
lı´m
t→0
sin t
|t|
lı´m
x→1
|x2 − 1|
x2 + x − 2
lı´m
x→−∞
ln (1 − ex)
x
lı´m
x→1−
x − 1
|x − 1|
lı´m
t→0+
|t|
ln (2t + 1)
6. Estudieu si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents, justifiqueu les certes i poseu un contraexemple
per a les falses:
i) La suma de funcions discontı´nues e´s discontı´nua.
ii) El producte de funcions discontı´nues e´s continu.
iii) Tota funcio´ contı´nua e´s mono`tona.
iv) Tota funcio´ mono`tona e´s contı´nua.
v) Si existeixen els lı´mits laterals d’una funcio´ en un punt, aleshores la funcio´ e´s contı´nua en aquest
punt.
7. Estudieu si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents, justifiqueu les certes i doneu un compraexemple
per a les falses.
i) Una funcio´ de dues variables que e´s contı´nua respecte de cadascuna, e´s contı´nua respecte de les
dues.
ii) Recı´procament, si e´s contı´nua respecte de les dues variables, ho e´s respecte de cadascuna.
iii) Una funcio´ f (x, y), contı´nua en la direccio´ de totes les rectes que passen per l’origen de coorde-
nades, e´s contı´nua en (0, 0).
8. Les funcions segu¨ents estan definides en R − {0}. Quin valor ha de prendre f en x = 0 perque` sigui
contı´nua en tot R?
f (x) = sin (2x)
x
f (x) = e
x − e−x
x
f (x) = x sin (π/x) f (x) = 1 − cos x
x
9. Demostreu que la funcio´ definida per:
q(x) =
{ 1 , x ∈ Q
0 , x  Q
e´s discontı´nua en tot R.
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10. Demostreu que f , funcio´ real de variable real definida per:
f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1/x, x ∈ Q − {0}
0, x = 0
x, x ∈ R − Q
e´s contı´nua nome´s en dos punts.
11. Sigui f : [a, b]→ R contı´nua (a  b) tal que f (x) ∈ Q , ∀x ∈ [a, b]. Demostreu que f e´s constant.
12. Sigui f : R→ R una funcio´ tal que f (xy) = xf (y), ∀x, y ∈ R. Demostreu que f (x) e´s contı´nua ∀x ∈ R.
13. Sigui f : R→ R funcio´.
i) Si | f (x)| ≤ |x| , ∀x ∈ R, demostreu que f e´s contı´nua en x = 0.
ii) Sigui g : R→ R contı´nua en x = 0 , g(0) = 0 i ∀x ∈ R , | f (x)| ≤ |g(x)|. Demostreu que f e´s
contı´nua en x = 0.
iii) E´s cert l’apartat (ii) si g(0)  0? Busqueu un contraexemple en cas negatiu.
14. Siguin (E, d) i (F, d′) espais me`trics i la funcio´ f : A ⊂ E → F uniformement contı´nua en A. Demostreu
que si (xn)n∈N e´s una successio´ de Cauchy de A, aleshores ( f (xn))n∈N e´s una successio´ de Cauchy de F.
15. Donats (Rn, d) euclidia` i K subconjunt compacte de Rn, considereu la funcio´ f : K → K tal que:
∀x, y ∈ K , x  y , 0 < ‖ f (x) − f (y)‖‖x − y‖ < 1/2.
Justifiqueu que ∃ z ∈ K tal que f (z) = z.
16. Sigui A =
{
±1,±1
2
,±13, . . .
}
=
{
( − 1)n 1
n
,∀n ∈ N∗
}
∪
{
( − 1)n−1 1
n
,∀n ∈ N∗
}
i g : R→ R la fun-
cio´ definida per:
g(x) =
{
1 si x ∈ A
0 si x  A
i) Calculeu els lı´mits, si existeixen, de la funcio´ g per a x =
3
8 , x =
1
4
, x = 0.
ii) Estudieu la continuı¨tat de g.
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17. Considereu el conjunt A = {x ∈ R : x = ( − 1)n + 1
n
, ∀n ∈ N∗} i la funcio´ g : R→ R definida per:
g(x) =
{ 1, x ∈ A
x2, x  A
Estudieu l’existe`ncia del lı´mit de la funcio´ g en els punts: , i calculeu-lo en el cas que existeixi. Estudieu
la continuı¨tat de g.
18. En l’espai euclidia` (R, d), es considera el conjunt A = {x ∈ R : x = (−1)n/2n , ∀n ∈ N} i les funcions
f : R→ R i g : A ⊂ R→ R definides per:
∀x ∈ R , f (x) =
{ 0, x ∈ A
e−x
2
, x ∈ R − A ; ∀x ∈ A , g(x) =
{ 0, x < 0
e−x
2
, x ≥ 0
i) Estudieu si A e´s un conjunt acotat. Calculeu l’interior, l’acumulacio´ i el conjunt de punts aı¨llats
de A.
ii) Estudieu la continuı¨tat de f i la continuı¨tat de g.
19. Calculeu el valor de les constants perque` aquestes funcions reals de variable real siguin contı´nues en
tot R:
f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2x2 + b si x ≥ 0
ex
2 − 1
x2
si x < 0
g(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
21/x + a si x < 0
0 si x = 0
b1/x si x > 0
20. Estudieu la continuı¨tat de les funcions segu¨ents i indiqueu el tipus de discontinuı¨tat que presenten:
h(t) = sin (t + 1)|t2 − 1|
f (x) = |x| + 1√
x2 − 1
r(t) =
{
e1/(t−1), t < 1
0, t = 1
f (x) = x
2 − 2x + 1
x2 + x − 2
g(y) = e
2y − 1
ln (y2 + 1)
s(t) =
{
e1/(t−1), t  1
0, t = 1
α(u) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
sin (2u)
u
, u > 0
ln |1 + u|, u < 0, u  −1
1/2, u = 0
0, u = −1
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21. Calculeu aquests lı´mits de funcions de variable vectorial:
lı´m
(x,y)→(0,0)
xy
x2 + y2
lı´m
(x,y)→(1,0)
sin ((x − 1)y)
y
lı´m
(x,y)→(0,0)
x5 − 2x2y3
(x2 + y2)2
lı´m
(x,y)→(1,1)
x − y
x + y − 2
lı´m
(x,y)→(0,1)
ex/y − 1
x
lı´m
(x,y)→(0,2)
sin (xy)
x
lı´m
(x,y)→(0,0)
exy − 1√
x2 + y2
lı´m
(x,y)→(0,0)
(2 + xy)
−1
x2y2
lı´m
(x,y)→(0,0)
xy2
x2 + y4
lı´m
(x,y)→(0,0)
xy sin
(
1
x2 + y2
)
lı´m
(x,y)→(0,0)
ln (x2 − y2 + 1)
x + y
lı´m
(x,y)→(1,0)
(x − 1)3
x2 − 2x + y2 + 1
lı´m
(x,y)→(0,0)
ln (xy + 1)
x2 + y2
lı´m
(x,y)→(1,−1)
x2 − y2
ex+y − 1
lı´m
(x,y)→(0,0)
x3
y2
lı´m
(x,y)→(0,0)
(1 + sin (x2y))
1
x2+y2
22. Estudieu la continuı¨tat de les funcions segu¨ents i indiqueu el tipus de discontinuı¨tat que presenten:
f (x, y) = |x + y|
g(x, y) = arctan (x + y)
x2 − y2
h(u, v) = e−1/u2v2
r(t, x) = sin (tx)
t
g(x, y) =
{ √
1 − x2 − y2, x2 + y2 ≤ 1
0, x2 + y2 > 1
z(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ln (1 + x2y2)
xy
, xy  0
0, x = 0
1, y = 0, x  0
h(x, y) =
{
1, 0 < x ≤ y2
0, x ≤ 0 o´ x > y2
r(s, t) =
{
st2 sin (1/t), t  0
0, t = 0
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23. Sigui la funcio´ α : R2 → R tal que:
α(x, y) =
√
x2 + y2
x
sin (xy), si x  0
Definiu la funcio´ als punts de x = 0 perque` sigui contı´nua en R2.
24. Considereu la funcio´ de dues variables f : R2 − {(0, 0)} → R definida per
f (x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x2 sin y
x2 + y2
si y ≥ 0
ey
3 − 1
x2 + y2
si y < 0
i) Comproveu que el domini de f es pot estendre a R2 de manera contı´nua.
ii) Considereu el conjunt A ⊂ R2 , A =
{
z ∈ C : |z − 2i||z + i| ≥
√
2
}
. Si ¯f e´s l’extensio´ contı´nua de f
en R2, estudieu l’existe`ncia d’extrems absoluts de ¯f |A (restriccio´ de ¯f al conjunt A ).
25. Considereu la funcio´ real de variable vectorial f : R2 → R definida per:
f (x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
xy, −x ≤ y ≤ x2 i x > 0
x
y
, x > 0 i y > x2
x2 + y2, x ≤ 0 ≤ y
x − y
x + y
, y < 0 i y < −x
i) Representeu gra`ficament en R2 els diferents dominis de definicio´ de f .
ii) Estudieu la continuı¨tat de f en R2.
26. Resoleu les qu¨estions segu¨ents:
i) Busqueu un exemple d’una funcio´ que pren valors positius i negatius en un interval [a, b], i que
no s’anul·la en cap punt.
ii) Busqueu un exemple d’una funcio´ contı´nua en un obert A que no assoleix cap extrem en aquest
conjunt A.
iii) Proveu que si f (x) e´s contı´nua en l’interval [ − 1, 2], f ( − 1) = −3 i f (2) = 18, aleshores
∃t ∈ ( − 1, 2) tal que f (t) = 7.
27. Donades les equacions segu¨ents, indiqueu un interval en el qual es pugui assegurar que existeix alguna
solucio´ (ajudeu-vos gra`ficament):
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x3 − 3x + 1 = 0
x − 1 = sin x
t2 + ln t = 0
et = 2 − t2
x4 + 2x2 − x − 1 = 0
x3 = arctan x
et−1 =
1
t + 1
t ln t = 1
28. Considereu la funcio´ f : R→ R contı´nua i acotada. Demostreu que l’equacio´ f (x) − x3 = 0 te´ com a
mı´nim una arrel real.
29. Sense fer servir la definicio´, justifiqueu si les funcions segu¨ents assoleixen unma`xim i un mı´nim absoluts
en els conjunts indicats:
f (x) = x2 − 2x + 3 en l’interval [ − 1, 0]
y(x) = 1/x en {x ∈ R : |x| ≥ 1}
h(t) = sin t en {t ∈ R : |2t − 3π| < π}
r(t) = et ln |t2 − 1| en l’interval [ − 1, 2]
g(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
sin x
x
, x  0
x, x = 0
en {x ∈ R : |x| ≤ 1}
f (x, y) = ex+y cos (xy) en {(x, y) ∈ R2 : |x − y| ≤ 1 i |x| ≤ 2}
g(x, y) = x + y
2
sin (xy) en {(x, y) ∈ R
2 : |x| ≤ 1 − y2}
ϕ(z) = Re (z) + Im (z)|z|2 en {z ∈ C : 1 < |z| ≤ 2}
F(u, v) =
⎧⎪⎨⎪⎩ 2u + 1, u ≥ 01 + u2v, u < 0 en {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1}
30. Sigui la funcio´ H : R × [0,+∞) ⊂ R2 → R tal que,
per a x ∈ R, y ≥ 0 , H(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ex−y − 1
x + 2y
, y ≥ |x| , (x, y)  (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)
(x − y) cos
(
1
x2 − y2
)
, y < |x|
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i) Estudieu la continuı¨tat de la funcio´ H.
ii) Es consideren els conjunts C1 = {(x, y) ∈ R× [0,+∞) : |x| ≤ y ≤ 1} i C2 = [1/2, 1]× [1/2, 1].
Es pot assegurar que H assoleix un ma`xim i un mı´nim absoluts en C1? I en C2? Justifiqueu les
respostes.
Solucions
1. R − {0}
( − ∞,−2) ∪ (1,+∞)
{(x, y) ∈ R2 : x ≥ y2 − 2y + 2}
{(u, v) ∈ R2 : 2u > v}
{(t, s) ∈ R2 : ts  kπ, k ∈ Z}
( − 1,+∞)
( − 1, 0] ∪ (1,+∞)
R − {0, 1}
{(x, y) ∈ R2 : y > x2}
R2 − {( − 1, 2)}
[2,+∞) − {t ∈ R : t = π
4
+ kπ
2
, k ∈ Z}
2. (g ◦ f )(x) =
√
x + 2
x + 1
; ( f ◦ g)(x) = 2
√
x − 1 + 3√
x − 1 + 1
(s ◦ h)(t) = e
1
sin (t2 − 2) ; (h ◦ s)(t) = sin (e2/t − 2)
(g ◦ f )(x, y) =
√
x2 − y2
xy
− x − y + 3; no existeix la funcio´ f ◦ g
(g ◦ r)(t) = 1 + t2;
(r ◦ g)(u, v, z) = ( sin (u2 + v2 + z2), cos (u2 + v2 + z2), u2 + v2 + z2)
(h ◦ f )(x, y, z) = sin (z + y); no existeix la funcio´ f ◦ h
3. paraboloide de revolucio´
paraboloide hiperbo`lic
paraboloide el·lı´ptic
con
paraboloide hiperbo`lic
pla
4. g(x) = 1
π/2 − x2
h(x, y) = 3
5. −1
2
e2
1
no existeix
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no existeix
1
1
0
1
1
1
−1
2
−1
2
0
−2
1
no existeix
no existeix
a − b
1
1
1
1
1
2
1
1
4
1
0
1
0
−1
1
2
6. i) F
ii) F
iii) F
iv) F
v) F
7. i) F
ii) C
iii) F
8. 2
0
2
0
9. Indicacio´: heu d’aplicar el criteri sequ¨encial.
10. x = ±1
11. Indicacio´: ho heu de demostrar per reduccio´ a l’absurd i heu d’aplicar el teorema dels valors intermedis.
12. Indicacio´: heu de demostrar que
f (x)
x
e´s constant i heu d’aplicar la definicio´ de continuı¨tat.
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13. i) Indicacio´: f (0) = 0 i heu d’aplicar la definicio´ de continuı¨tat.
ii) Indicacio´: observeu que i) e´s un cas particular de ii).
iii) Fals.
14. Indicacio´: ho heu demostrar fent servir les definicions.
15. Indicacio´: heu d’aplicar el teorema del punt fix.
16. i) lı´m
x→ 38
g(x) = lı´m
x→ 14
g(x) = 0; lı´m
x→0
g(x) no existeix.
ii) Si x0  (A ∪ {0}), g e´s contı´nua en x0.
Si x0 ∈ A, g te´ una discontinuı¨tat evitable en x0.
Si x0 = 0, discontinuı¨tat essencial en x = 0.
17. Si x0 ∈ A, g te´ una discontinuı¨tat evitable en x0.
Si x0  (A ∪ A′), g e´s contı´nua en x0.
Si x0 ∈ A′, discontinuı¨tat essencial en x0. (Ex. 1, –1).
18. i) A e´s un conjunt acotat.
◦
A = φ, A′ = {0}, Aı¨ll(A) = A.
ii) f e´s contı´nua en R − (A ∪ {0}) i g e´s contı´nua ∀x ∈ A.
19. Per a f : b = 1, i per a g: a = 0, b ∈ (0, 1).
20. h presenta discontinuı¨tat essencial en t = 1, i de salt en t = −1
f presenta discontinuı¨tat essencial en x = −2, i evitable en x = 1
f e´s contı´nua en R − [ − 1, 1]
g presenta discontinuı¨tat essencial en y = 0
r e´s contı´nua ∀t ∈ Dom r
s presenta discontinuı¨tat essencial en t = 1
α e´s contı´nua en R − {0,−1}
21. no existeix
0
0
no existeix
1
2
0
0
no existeix
0
0
0
no existeix
2
no existeix
1
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22. f e´s contı´nua ∀(x, y) ∈ R2
g e´s contı´nua ∀(x, y) ∈ R2 − {(b,−b) ∪ (a, a)}
h presenta discontinuı¨tat essencial en u = 0 i en v = 0
r presenta discontinuı¨tat essencial en t = 0
g e´s contı´nua ∀(x, y) ∈ R2
z presenta discontinuı¨tat essencial en (x, y) ∈ R2 : y = 0
h e´s contı´nua en R2 − [{x = y2} ∪ {x = 0}]
r e´s contı´nua ∀(s, t) ∈ R2
23. α(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
√
x2 + y2
x
sin (xy) si x  0
y|y| si x = 0
24. i) ¯f (x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x2 sin y
x2 + y2
si y > 0
0 si y = 0
ey
3 − 1
x2 + y2
si y < 0
ii) ¯f |A assoleix extrems absoluts en A. (Heu d’aplicar el teorema de Weierstrass.)
25. f e´s contı´nua en
R2 − {({y = x2, x ≥ 0} − (1, 1)) ∪ {y = −x, x ≥ 0} ∪ {x = 0, y ≥ 0} ∪ ({y = 0, x ≤ 0} − ( − 1, 0))}.
26. i) Observem que no es compleix el teorema de Bolzano.
ii) f (x) = x definida en A = (1, 2).
iii) Heu d’aplicar el teorema de Bolzano a h(t) = f (t) − 7.
27. ( − 2,−1)
(1,π)
(0, 1)
(0, 1)
(0, 1)(
−π2 , π2
)
(0, 1)
(1, 2)
28. Heu d’aplicar el teorema de Bolzano.
29. Raoneu, si e´s possible, aplicant el teorema de Weierstrass. (Sı´, No, No, No, No, Sı´, No, No, Sı´).
30. i) H e´s contı´nua ∀(x, y) ∈ Dom H − {( − a, a) a ≥ 0}.
ii) En C1 no podem assegurar res, perque` no estem en condicions d’aplicar el teorema de Weierstrass;
no obstant aixo`, en C2 podem assegurar l’existe`ncia d’extrems absoluts.
421Ca`lcul. Problemes i solucions © Els autors, 2007. © Edicions UPC, 2007
Page (PS/TeX): 39 / 43,   COMPOSITE
6
Ca`lcul diferencial per a funcions reals
de variable real
1. Estudieu la derivabilitat de les funcions reals segu¨ents i calculeu-ne la derivada:
f (x) = |x| + x|x| g(x) = x√1 + x2
r(t) = sin (cos2t) + cos (sin2t) s(t) = (t − 1)(t − 2)√t + 3 3√t − 4
z(x) = (sin2x + 1)e
x2
y(x) = | cos x|
f (t) = (1 + 1/t)t h(t) = t√t
g(x) = |x − 1|
x2 − 1 f (x) =
ex+1 − 1
|x2 − 1|
h(u) =
{
1 − u, u ≤ 0
e−u, u > 0 f (x) =
{
x2 sin (1/x), x  0
0, x = 0
2. Donada aquesta funcio´ real de variable real:
f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
4
(x − 1)(x + 1)2 si |x| ≤ 1
|x| − 1 si |x| > 1
Estudieu-ne la derivabilitat en els punts x = 1 i x = −1.
3. Sigui f : R2 → R , A = Dom f i (0, 1) ∈ ◦A. Definim g(x) def= f (x, 1 − x). Demostreu que si existeix
g′(0) , aleshores existeix lı´m
(x,y)→(0,1)
f (x, y) en la direccio´ de la recta y = 1 − x.
4. Sigui f : (0,+∞)→ R derivable. Es defineix la funcio´ segu¨ent:
g(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
|x| f
(
1
|x|
)
, x  0
0, x = 0
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i) Estudieu la derivabilitat de g.
ii) Demostreu que g e´s derivable en x = 0 ⇔ ∃ lı´m
x→+∞
f (x) = 0.
5. Sigui f : R→ R, i g : R2 → R definida per:
g(x, y) = f (y) − f (x)
y − x si x  y
i) Demostreu que si ∃ lı´m
(x,y)→(a,a)
g(x, y) = l, aleshores f e´s derivable en a i f ′(a) = l.
ii) Considereu la funcio´:
h(x, y) =
{
g(x, y) si y  x
f ′(x) si y = x
Si f ∈ C1(R), demostreu que h e´s contı´nua en R2.
6. Considerem la funcio´ f : R2 → R definida per:
f (x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
xy, −x ≤ y ≤ x2 , x > 0
x
y
, x > 0 , y > x2
x2 + y2, x ≤ 0 ≤ y
x − y
x + y
, y < 0 , y < −x
Si h e´s la restriccio´ de f sobre els punts de la recta x = −1, e´s a dir, h(y) = f ( − 1, y) , ∀y ∈ R,
aleshores:
Estudieu el domini de derivabilitat de h i calculeu-ne la funcio´ derivada. Demostreu que h e´s injectiva
en tot el domini de definicio´.
7. Resoleu els exercicis segu¨ents:
i) Trobeu els punts en els quals la tangent a la corba y = 3x4 + 4x3 − 12x2 + 20 e´s paral·lela a l’eix
d’abscisses.
ii) En quin punt (x0, y0) ∈ R2 de la corba y2 = 2x3 e´s perpendicular la tangent a la recta 4x−3y+2 =
0?
iii) Trobeu els valors de x per als quals la recta tangent a la corba y = x − 1/x e´s paral·lela a la recta
2x − y = 5.
iv) Trobeu els valors de x per als quals la recta tangent a la corba y = (x + 2)2 passa per l’origen de
coordenades.
v) Trobeu la para`bola y = x2 + bx + c (b, c ∈ R) que e´s tangent a la recta y = x en el punt (1, 1).
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8. Estudieu si les afirmacions segu¨ents so´n certes o falses:
i) Tota funcio´ derivable e´s contı´nua.
ii) Tota funcio´ contı´nua e´s derivable.
iii) Si f (x) e´s una funcio´ real contı´nua en R tal que f (x0) = x0 per a x0 ∈ R, aleshores f ′(x0) = 1.
iv) Si f : R→ R e´s contı´nua en R i derivable en R − {a}, aleshores la recta tangent a la corba
y = f (x) en x = a e´s horitzontal.
9. Sigui f : A→ R, A ⊂ R, A obert, i f derivable en A. Demostreu que si x0 e´s un punt d’acumulacio´ de
zeros de f , aleshores x0 e´s un zero de f ′.
10. Demostreu que cadascuna de les funcions segu¨ents satisfa` l’equacio´ ordina`ria corresponent:
y = xe−x satisfa` xy′ = (1 − x)y
y =
1
2
x2ex satisfa` y′′ − 2y′ + y = ex
y = C1e−x + C2e−2x satisfa` y′′ + 3y′ + 2y = 0 (∀C1, C2 ∈ R)
11. Si f e´s una funcio´ de R en R derivable, calculeu la derivada primera i la derivada segona de g en
cadascuna de les situacions segu¨ents:
g(x) = f (x2) g(x) = f (sin2x) + f (cos2x)
g(x) = f ( f (x)) g(x) = f (x)ef (x)
g(x) = ln ( f (x2 + 1)) g(x) = cos ( f (x2)) + ( f (x))2 + 1
12. Siguin g(t) = f ( sin t)+ ef (t)+1 i h(t) = ln (2+ f (t))+ f ( ln (1+ t)), on f (t) e´s una funcio´ real derivable
tal que f (0) = −1 i f ′(0) = 1. Demostreu que g′(0) = h′(0).
13. Un vaixell navega paral·lelament a una costa recta a una velocitat de 12 milles per hora i a una
dista`ncia de 4 milles. Quina e´s la velocitat d’aproximacio´ a un far de la costa en l’instant en que` la
dista`ncia al far e´s de 5 milles?
14. Un recipient te´ la forma d’un con circular amb el ve`rtex a la part superior. L’altura e´s de 10 m i el radi
de la base e´s de 4 m. S’introdueix aigua al recipient a una velocitat constant de 5 m3 per minut. A
quina velocitat s’eleva el nivell de l’aigua quan la profunditat d’aigua e´s de 5 m?
15. L’equacio´ x3 + y3 = 1 defineix una funcio´ implı´cita y = y(x).
i) Si suposem que existeix la derivada y′, sense resoldre l’equacio´ respecte a y, demostreu que y′
satisfa` l’equacio´: x2 + y2y′ = 0.
ii) Si suposem que existeix la derivada segona y′′, demostreu que sempre que y  0 es verifica que
y′′ = −2xy−5.
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16. L’equacio´ x sin (xy) + 2x2 = 0 defineix y = y(x), funcio´ implı´cita derivable. Demostreu que y′ satisfa`
l’equacio´ segu¨ent:
y′x2 cos (xy) + xy cos (xy) + sin (xy) + 4x = 0
17. Les equacions defineixen implı´citament una funcio´ derivable y = y(x) en un entorn del punt indicat.
Trobeu l’equacio´ de la recta tangent i de la recta normal a la corba y = y(x) en el punt corresponent:
2 − y = yx en (0, 1)
y = x − ln y en (1, 1)
x2
a2
+
y2
b2 = 1 en (0, b)
18. Es considera una funcio´ f : R→ R derivable tal que f (1) = 0. Demostreu que la recta tangent a la
corba x2 − ( f (x))2 + sin (xf (x)) + ef (x) = 2 en el punt (1, 0) e´s perpendicular a la recta y = x.
19. Demostreu que les corbes d’equacions 2x2 + 3y2 = 5 i y2 = x3 es tallen en el punt (1, 1) i que les
seves tangents en aquest punt so´n perpendiculars.
(Nota: se suposa que localment, en un entorn del punt (1, 1), les corbes anteriors so´n la representa-
cio´ gra`fica d’una funcio´ y = y(x)).
20. L’equacio´ x2y2 + xey − 2x + y = −1 defineix implı´citament y = y(x) derivable en un entorn del punt
(1, 0). Demostreu que la recta tangent a y = y(x) en el punt (1, 0) e´s paral·lela a la recta x = 2y.
21. Demostreu que un error relatiu de l’1 % en determinar la longitud del radi do´na lloc a un error relatiu
aproximat del 2 % en calcular l’a`rea del cercle i la superfı´cie de l’esfera.
22. Quant augmenta aproximadament el volum d’una esfera ( V(R) = 43πR
3 ) si el seu radi R = 15 cm
s’allarga 2 mm?
23. A partir de la llei d’Ohm: I = E/R, , demostreu que una variacio´ en la intensitat del corrent a causa
d’una variacio´ de la resiste`ncia es pot calcular de manera aproximada per ΔI ≈ −IΔR/R.
24. Sigui la funcio´ f : (0,+∞)→ [0, 1] derivable tal que ∀x ∈ (0,+∞), | f ′(x)| < 1. Demostreu que
si (xn)n∈N e´s una successio´ de (0,+∞) estrictament creixent, aleshores la successio´ ( f ( 1xn ))n∈N e´s
convergent en [0, 1].
25. Sigui la funcio´ f : (a,+∞)→ R , a > 0 derivable tal que lı´m
x→+∞
f ′(x) = α , α ∈ R. Demostreu que
existeix lı´m
x→+∞
( f (x + 1) − f (x)) i calculeu-lo.
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Apliqueu aquest resultat per calcular-lo:
lı´m
x→+∞
((1 + x)1+
1
x+1 − x1+ 1x )
26. Malgrat que la funcio´ f (x) = | sin x| verifica que f (−π/2) = f (π/2) = 1 i e´s contı´nua en [−π/2,π/2] ,
no existeix cap a ∈ ( − π/2,π/2) tal que f ′(a) = 0 . Aquest fet, contradiu el teorema de Rolle?
27. Sigui f : [0, 1]→ (0, 1) contı´nua en [0, 1] i derivable en (0, 1) tal que f ′(x)  1 , ∀x ∈ (0, 1) .
Demostreu que existeix un u´nic punt x0 ∈ [0, 1] tal que f (x0) = x0.
28. Demostreu que l’equacio´ funcional x2 = 18 ln x te´ una u´nica solucio´ en l’interval [1, e].
29. Demostreu que l’equacio´ senh t − |t − 1| = 0 te´ una u´nica arrel real.
30. Sigui la funcio´ f : (0,+∞)→ R derivable tal que f (2) = 0 , lı´m
x→+∞
f (x)
x
= 1 i ∀x ∈ (0,+∞) , f ′(x) >
2/x. Demostreu que l’equacio´ f (x) − ln (x2) = 0 te´ exactament una arrel real.
31. Sigui f : R→ R contı´nua tal que lı´m
x→+∞
f (x)
xn
= lı´m
x→−∞
f (x)
xn
= 0. Demostreu que si n e´s senar, aleshores
existeix a ∈ R tal que f (a) + an = 0.
32. Siguin f i g dues funcions contı´nues en [a, b] i derivables en (a, b). Demostreu que si∀x ∈ (a, b) , f ′(x) ≥
g′(x), i ∃x0 ∈ (a, b) tal que f (x0) = g(x0), aleshores ∀x ≥ x0 , f (x) ≥ g(x) i ∀x ≤ x0 , f (x) ≤ g(x).
33. a) Sigui P(x) un polinomi tal que P′(x) te´ k arrels reals. Demostreu que P(x) te´ com a ma`xim
k + 1 arrels reals.
b) Siguin p, q ∈ R , n ∈ N . Demostreu que el polinomi P(x) = xn + px + q te´ com a ma`xim dues
arrels reals si n e´s parella i tres si n e´s senar.
34. Sigui f : R→ R; es defineix: x e´s un punt fix de f def⇐⇒ f (x) = x.
i) Demostreu que si f e´s derivable i f ′(x)  1, ∀x ∈ R, f te´ com a ma`xim un punt fix.
ii) Proveu que la funcio´ f (x) = x + 1
1 + ex
no te´ punts fixos tot i complir que 0 < f ′(x) < 1.
iii) Demostreu que si ∃K < 1 tal que | f ′(x)| ≤ K , ∀x ∈ R, aleshores f te´ un punt fix.
iv) Proveu que l’equacio´ x = cos x te´ una u´nica solucio´ en l’interval [0, π3 ].
35. Sigui f : (0,+∞)→ R derivable tal que lı´m
x→+∞
f ′(x) = 0. Es defineix la funcio´ g(x) = f (x + 1) − f (x);
demostreu que lı´m
x→+∞
g(x) = 0.
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36. Demostreu que l’equacio´ funcional x2 = x sin x + cos x se satisfa` exactament per a dos valors de x.
37. Demostreu que l’equacio´ ex−1 − 1
x + 1
= 0 te´ una u´nica arrel real, i trobeu-la de manera aproximada.
38. Sigui f una funcio´ contı´nua en l’interval tancat [0, 2a] i tal que f (0) = f (2a) . Demostreu que
∃ c ∈ [0, a] tal que f (c) = f (c + a).
39. Siguin f i g dues funcions contı´nues i derivables en un interval acotat I, que verifiquen que f (x)g′(x)−
f ′(x)g(x)  0. Demostreu que entre dos zeros consecutius de f (x) existeix com a ma`xim un zero de
g(x).
40. Sigui f : [a, b]→ R, a, b ∈ R , tal que ∀x, y ∈ [a, b] , | f (x)− f (y)| ≤ M|x−y|α , per a α > 1 i M > 0 .
Demostreu que f e´s constant en [a, b].
41. Estudieu si les afirmacions segu¨ents so´n certes o falses:
i) Existeix a ∈ ( − 1, 1) amb f ′(a) = 0, per a f (x) = x + 1/x.
ii) Existeix a ∈ ( − 1, 1) amb f ′(a) = 0 , per a f (x) = x4 + |x|.
iii) L’equacio´ ex = 1 + x te´ una u´nica arrel real.
iv) L’equacio´ x3 − 3x + 1 = 0 te´ tres arrels reals.
v) L’equacio´ 3 ln x = x te´ dues arrels reals.
vi) Si f : R→ R e´s una funcio´ contı´nua i derivable, la gra`fica de la qual talla l’eix de les abscisses
exactament en tres punts, aleshores existeixen com a mı´nim dos punts en els quals la recta
tangent a (expresio´n) e´s horitzontal.
42. Calculeu els lı´mits segu¨ents aplicant, si e´s possible, la regla de l’Hoˆpital:
lı´m
x→1+
ln x ln (x − 1) lı´m
x→0+
xx
lı´m
x→+∞
ln x
x
lı´m
x→+∞
x
ex
lı´m
x→0+
(cot x − ln x) lı´m
x→π/2
( tan x)cos x
lı´m
x→+∞
x − sin x
x + sin x
lı´m
x→0
sin x − x
x2
lı´m
x→0+
1 − ln x
e1/x
lı´m
x→0
x2 sin (1/x)
sin x
lı´m
x→+∞
xe−x lı´m
x→0+
(x)
1
ln x
lı´m
x→0+
(1 + x)ln x lı´m
x→+∞
(x)
1
x
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43. Sigui f : R→ R , f ∈ C2(Br(0)) , r > 0, tal que f ′(0)  0. Demostreu que:
∃ lı´m
x→0
( f ′(x)
f (x) − f (0) −
1
x
)
=
f ′′(0)
2f ′(0)
44. Calculeu el polinomi de Taylor de quart grau que localment aproxima cadascuna de les funcions
segu¨ents en un entorn del punt x = 0.
f (x) = e−x2 g(x) = ln (x2 + 1)
h(t) = 1
1 + t2
r(t) = sin (t2)
45. Volem aproximar el valor de f (x) = 1
1 − x per a x = 1/4 utilitzant el desenvolupament de Taylor de f
al voltant de l’origen de coordenades amb residu de Lagrange:
f (x) = f (0) + f ′(0)x + · · · + f
n)(0)
n! x
n +
f n+1)(θx)
(n + 1)! x
n+1
, 0 < θ < 1
i) Trobeu un n tal que l’error come`s en negligir el residu sigui me´s petit que 0,01.
ii) Trobeu directament el mı´nim n tal que l’error come`s en negligir el residu sigui me´s petit que 0,01.
iii) Calculeu el valor de θ per a aquest darrer valor de n, i expliqueu a que` e´s deguda la difere`ncia
entre els valors de n calculats en els apartats (i) i (ii).
46. Sigui f : R→ R dues vegades derivable i tal que f (1)− f (0) = 7 i | f ′′(x)| ≤ 3 , ∀x ∈ [0, 1]. Demostreu
que f e´s mono`tona creixent en un entorn del zero.
Indicacio´: heu de fer servir el desenvolupament de Taylor de f al voltant del zero.
47. Sigui f : [ − 1, 1]→ R tres vegades derivable en ( − 1, 1) i tal que f ( − 1) = 0 , f (0) = 0 , f (1) =
1 , f ′(0) = 0. Demostreu que f 3)(x) ≥ 3 per a algun x ∈ ( − 1, 1).
Suggeriment: feu servir el desenvolupament de Taylor de f al voltant del zero i avalueu la funcio´ en 1
i −1 per demostrar que existeixen α ∈ (0, 1) i β ∈ ( − 1, 0) tals que: f 3)(s) + f 3)(t) = 6.
48. Calculeu els extrems de les funcions segu¨ents:
y(x) = | sin x| z(x) = |x2 − 4|
r(t) = 3t − (t − 1)3/2 s(t) = |t|
u(t) = t
t2 + 2
v(t) = 1 − t
2
1 + t2
f (x) =
{ 9 − x, x ≤ 3
x2 − 3, x > 3 h(t) =
{ −t2 + 4t − 4, t > 1
e2t, t ≤ 1
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49. Calculeu els extrems relatius i absoluts d’aquestes funcions sobre els conjunts que s’indiquen:
f (x) = sin x − cos x en [0,π]
g(x) = 1 + |9 − x2| en [ − 5, 1]
h(x) = 1/x en {x ∈ R : |x| ≥ 1}
y(x) = |6 − 4x| en {x ∈ R : |x| ≤ 3}
f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1/x, −2 ≤ x ≤ −1
|x|, |x| < 1
1 − (x − 1)2, 1 ≤ x ≤ 2
en [ − 2, 2]
h(x) =
{
x3 + 2x + 2, x < 0
x2 − 3x + 2, x ≥ 0 en [ − 2, 2]
50. Demostreu que es verifiquen aquestes desigualtats:
sin x ≤ x ∀x ∈ [0, 2π]
1 − x
2
2
≤ cos x ∀x ∈ [0, 2π]
ln x ≤ x ∀x > 0
x +
1
x
≥ 2 ∀x > 0
1 + x < ex < 4x + 1 ∀x ∈ (0, 1)
x
1 + x
≤ ln (1 + x) ∀x ≥ 0
51. Sigui la funcio´ h : R→ R definida per:
h(z) =
⎧⎪⎨⎪⎩
√
1 + z2 sin (z3), z ≥ 0
z|z|, z < 0
i) Demostreu que h ∈ C1(R), e´s a dir, h e´s derivable amb continuı¨tat en R.
ii) Estudieu la monotonia de h en ( − ∞, 0], i trobeu els extrems de h en en [ − 1, 0].
52. Sigui f : [0,+∞)→ R definida per:
f (x) = (1 + x)
p
1 + xp
, ∀x ∈ [0,+∞), p > 0
i) Calculeu els extrems de f en en [0,+∞) segons els valors de p.
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ii) Demostreu que es compleixen les desigualtats segu¨ents:
2p−1(1 + xp) ≤ (1 + x)p ≤ 1 + xp , 0 < p < 1
1 + xp ≤ (1 + x)p ≤ 2p−1(1 + xp) , p > 1
53. Estudieu quines de les funcions definides implı´citament en l’exercici 17 tenen un ma`xim o un mı´nim
en els punts indicats.
54. Quina e´s la recta tangent a la corba y = 2x ln x+ x3/6− 3x2/2− 2x que en [1, 5] te´ menys pendent?
I la que te´ me´s pendent?
55. Calculeu els punts de la semicircumfere`ncia x2 + y2 = 80 per a y ≥ 0 me´s propers al punt (1, 2) i me´s
allunyats d’aquest punt. (Nota: trobar els extrems d’una funcio´ f mono`tona i positiva e´s equivalent a
trobar els extrems de f 2).
56. Cada costat d’un quadrat te´ longitud L. Calculeu el costat del quadrat d’a`rea ma`xima que es pot
circumscriure al quadrat donat.
57. Donada una esfera de radi R, calculeu el radi r i l’altura h del con circular recte de me´s volum que es
pot inscriure en l’esfera.
58. La base d’un triangle e´s a l’eix OX, un altre costat es troba sobre la recta y = 3x, i el tercer costat
passa pel punt (1, 1). Si volem que l’a`rea del triangle sigui mı´nima, quin ha de ser el pendent del tercer
costat?
59. Una biga de fusta te´ una seccio´ rectangular d’altura h i amplada p. Si la resiste`ncia S de la biga e´s
directament proporcional a l’amplada i al quadrat de l’altura, quines so´n les dimensions de la biga me´s
resistent que es pot tallar d’un tronc de 24 polzades de dia`metre?
60. Volem excavar un tu´nel a la roca per a la conduccio´ d’aigua. La forma del tu´nel ha de ser la d’un
semicercle sobre un triangle de seccio´ de K m2. El cost de l’excavacio´ e´s proporcional a la suma
de l’altura total en el punt on e´s ma`xima, amb el perı´metre de la semicircumfere`ncia. Calculeu les
dimensions del tu´nel que minimitza el cost total.
61. Un concert tindra` lloc en un recinte esportiu S semicircular de radi
R : S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2, y ≥ 0}.
S’ha de portar un cable des d’un punt A de coordenades (R, 0) fins a un altre punt B de coordenades
( − R/2, 0). Per fer-ho hi ha dues possibilitats:
a) dur un cable senzill per la semicircumfere`ncia des de A fins a un punt C, i des de C, anar en lı´nia
recta fins a B amb un cable reforc¸at.
b) dur directament un cable reforc¸at des de A fins a B en lı´nia recta.
El cable senzill costa una quantitatK1 per unitat de longitud, i el cable reforc¸at, una quantitatK2 = 2K1.
Estudieu quina de les dues possibilitats e´s l’o`ptima perque` el cost sigui mı´nim.
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Solucions
1. Solucions primera columna: f derivable ∀x ∈ R − {0}.
r derivable ∀t ∈ R.
z derivable ∀x ∈ R.
f derivable ∀t ∈ R − [ − 1, 0].
g derivable ∀x ∈ R − {−1, 1}.
h derivable ∀u ∈ R.
Solucions segona columna: g derivable ∀x ∈ R.
s derivable ∀t ∈ (4,+∞).
y derivable ∀x ∈ R − {x = π
2
+ kπ, k ∈ Z}.
h derivable ∀t ∈ R+.
f derivable ∀x ∈ R − {−1, 1}.
f derivable ∀x ∈ R.
2. f e´s derivable en x = 1 i no derivable en x = −1.
3. Com que g e´s derivable en x = 0, e´s contı´nua en x = 0, i per tant, f e´s contı´nua en el punt (0, 1) en
la direccio´ de la recta y = 1 − x.
4. Perque` g sigui contı´nua en x = 0, f ha de ser acotada.
5. Indicacio´: heu d’aplicar la definicio´ de derivada i l’existe`ncia de lı´mits direccionals quan existeix el lı´mit
global.
6. Dom h′ = R − {0} i h′(y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2y, y > 0
2
(1 − y)2 , y < 0
h e´s injectiva en R ja que e´s estrictament creixent.
7. i) x = 0, x = 1 y x = −2
ii) ( 18 ,− 116 )
iii) x = 1 i x = −1
iv) x = 2 i x = −2
v) b = −1 i c = 1.
8. i) C
ii) F
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iii) F
iv) F
9. Indicacio´: heu d’aplicar la caracteritzacio´ per successions de punt d’acumulacio´ i el criteri sequ¨encial.
10. y′(x) = e−x(1 − x)
y′(x) = xex(1 + x
2
) ; y′′(x) = ex
(
x2
2
+ 2x + 1
)
y′(x) = −c1e−x − 2c2e−2x ; y′′(x) = c1e−x + 4c2e−2x.
11. Indicacio´: heu d’aplicar la regla de la cadena.
12. g′(0) = h′(0) = 2.
13.
36
5 millas/hora.
14.
5
4π
15. Heu de derivar implı´citament l’equacio´ x3 + y3 = 1.
16. Heu de derivar implı´citament l’equacio´ xsen(xy) + 2x2 = 0.
17. rT : y = 1; rN : x = 0
rT : y = 1/2x + 1/2; rN : y = 3 − 2x
rT : y = b; rN : x = 0
18. Derivant l’equacio´ i substituint en el punt (1, 0) obtenim 2 + f ′ + f ′ = 0.
19. La recta tangent a 2x2 + 3y2 = 5 e´s y − 1 = −23(x − 1).
20. L’equacio´ de la recta tangent a y = y(x) en el punt (1, 0) e´s y = 1
2
(x − 1).
21. Indicacio´: heu d’utilitzar la definicio´ de diferencial d’una funcio´ en un punt.
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22. 180π.
23. Indicacio´: heu d’utilitzar la definicio´ de diferencial d’una funcio´ en un punt.
24. Heu d’aplicar el teorema del valor mitja` i heu de veure que
1
xn
e´s convergent.
25. Heu d’aplicar el teorema del valor mitja`; lı´m
x→+∞
(f (x + 1) − f (x)) = α i
lı´m
x→+∞
((1 + x)1+
1
x + 1 − x1+
1
x ) = 1
26. No el contradiu, perque` f no e´s derivable en l’interval.
27. Heu d’aplicar el teorema de Bolzano a la funcio´ g(x) = f (x) − x.
28. Heu d’aplicar els teoremes de Rolle i Bolzano.
29. Heu d’aplicar els teoremes de Rolle i Bolzano.
30. Heu d’aplicar els teoremes de Rolle i Bolzano.
31. Heu d’aplicar el teorema de Bolzano.
32. Heu de veure que h(x) = f (x) − g(x) e´s creixent i que h(x0) = 0.
33. Rolle.
34. i) Heu de definir g(x) = f (x) − x
ii) Heu de veure que
1
1 + ex
no pot valer 0.
iii) Heu d’aplicar el teorema del punt fix.
iv) Heu de veure que f (x) = cos x verifica l’apartat iii).
35. Heu d’aplicar el teorema del valor mitja`.
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36. Heu d’aplicar els teoremes de Rolle i Bolzano.
37. Heu d’aplicar els teoremes de Rolle i Bolzano. x ∈ (0, 1).
38. Heu de definir g(x) = f (x) − f (x + a) i aplicar el teorema de Bolzano.
39. Heu d’aplicar el teorema de Rolle a la funcio´ h(x) = f (x)
g(x) per estudiar l’existe`ncia i a h(x) =
g(x)
f (x) per
comprovar la unicitat.
40. Heu de demostrar que f ′(x) = 0.
41. i) F
ii) F
iii) C
iv) C
v) C
vi) C
42. 0 1
0 0
+∞ 1
1 0
0 0
0 e
1 1
43. Indicacio´: heu d’aplicar la regla de l’Hoˆpital.
44. Tf (x) = 1 − x2 + x
4
2
Tg(x) = x2 − x
4
2
Th(t) = 1 − t2 + t4 Tr(t) = t2
45. i) n = 4.
ii) n = 3.
iii) θ = 0,2. La difere`ncia entre els valors de n calculats en els apartats (i) i (ii) es deu al fet que en (i)
hem pres θ = 1, que e´s el pitjor valor possible per a θ.
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46. Indicacio´: heu de fer servir el desenvolupament de Taylor de f al voltant del zero i heu de veure que
f ′(0) > 0.
47. Indicacio´: heu de fer servir el desenvolupament de Taylor de f al voltant del zero i heu d’avaluar la
funcio´ en 1 i −1 per demostrar que existeixen α ∈ (0, 1) i β ∈ ( − 1, 0) tals que: f 3)(s) + f 3)(t) = 6.
48. z te´ mı´nims absoluts en x = −2 i en x = 2 i ma`xim relatiu en x = 0.
s te´ mı´nims absoluts en t = 0.
h te´ un ma`xim absolut en t = 1 i un ma`xim relatiu en t = 2.
49. h te´ un ma`xim absolut en x = 1 i un mı´nim absolut en x = −1.
y te´ un ma`xim absolut en x = −3 i un mı´nim absolut en x = 32 .
x = 3 e´s un ma`xim relatiu.
50. Indicacio´: heu de fer servir la fo´rmula de Taylor i estudiar el signe del residu o be´ estudiar la monotonia
de la funcio´ difere`ncia dels dos termes de la desigualtat.
51. ii) h e´s creixent i te´ un ma`xim en z = 0 i un mı´nim en z = −1.
52. i) Si p > 1 x = 0 mı´nim i x = 1 ma`ximo.
Si 0 < p < 1 x = 1 mı´nimo i x = 0 ma`xim.
ii) Heu d’avaluar la funcio´ als extrems.
53. Indicacio´: heu de derivar implı´citament, veure si la derivada s’anul·la, i en cas afirmatiu, estudiar el
signe de les derivades successives (sempre suposant condicions de derivabilitat).
54. La recta tangent de menys pendent e´s la tangent en x = 2, i la de me´s pendent, la tangent en x = 5.
55. (4, 8) e´s el punt me´s proper i ( − √80, 0) el me´s allunyat.
56. costat = L√2.
57. El radi e´s r =
√
8
3 R i l’altura e´s h =
4R
3 .
58. El pendent del tercer costat e´s m = −3.
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59. L’altura e´s h = 8
√
6 i l’amplada e´s p = 8
√
3.
60. El radi del semicercle e´s R =
√
K√
1 + π
2
i l’altura del triangle e´s h = K
R
− π
2
R =
√
K√
1 + π
2
.
61. b).
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7
Ca`lcul diferencial per a funcions
de variable vectorial
1. Calculeu les derivades d’aquestes funcions reals de variable vectorial:
f (x, y) = x3 + y3 − 3axy g(x, y) = xy + x/y + √x2 + y2
r(u, v) = e−
v2
u h(r, s, t) = erst + |t|
z(x, y) = ln
(
x + 1√y
)
h(x, y, z) = xy + cos
(
y2
z
)
2. Calculeu, analı´ticament i geome`tricament, les derivades parcials a l’origen de coordenades d’aquestes
funcions reals de variable vectorial:
f (x, y) =
{
1, xy  0
3x + 5y, xy = 0
g(x, y) =
{
x2/y, y  0
0, y = 0
z(x, y) =
{
x2 + y2, x ≥ 0√
x2 + y2, x < 0
h(x, y) =
{
2xy + x, y ≥ 0
x − x2 − y2, y < 0
r(x, y) =
{
x2 + y2 + 1, xy  0
x − y, xy = 0
u(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
x
sin (xy), x  0
y, x = 0
3. Calculeu la derivada a l’origen de coordenades i en la direccio´ del vector v = (1,−1) per a cadascuna
de les funcions de l’exercici anterior.
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4. Per a les funcions dels exercicis 1 i 2, estudieu-ne la diferenciabilitat i, si e´s possible, calculeu la
diferencial en (0, 0). Feu el mateix per a les funcions segu¨ents de variable vectorial:
g(x, y) =
{
x2(y + 1) sin (1/x), x  0
0, x = 0
h(x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
xy
x2 − y2
x2 + y2
, (x, y)  (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)
5. Sigui f : Rn → R tal que | f (x)| ≤ ‖x‖2 , ∀x ∈ Rn. Demostreu que ∇f (0) = 0 i que f e´s diferenciable
en 0.
6. Sigui f : E → R diferenciable en E obert connex de Rn.
a) Demostreu que si D1f (x) = 0 , ∀x ∈ E , aleshores f nome´s depe`n de les variables x2, x3, . . . , xn.
b) Demostreu que si df (x) = 0 , ∀x ∈ E, aleshores f e´s constant en E.
7. Estudieu si les afirmacions segu¨ents so´n certes o falses. Raoneu les respostes i poseu-ne un contra-
exemple en cas que sigui falses:
i) Tota funcio´ real de variable vectorial f (x, y) contı´nua en un punt (a, b), e´s diferenciable en (a, b).
ii) Tota funcio´ real de variable vectorial f (x, y) per a la qual existeix ∇f (a, b) , (a, b) ∈ Dom f , e´s
contı´nua en aquest punt (a, b).
iii) Tota funcio´ real de variable vectorial f (x, y) contı´nua en un punt (a, b) i per a la qual existeix
∇f (a, b) , e´s diferenciable en (a, b) i df (a, b) = ∇f (a, b).
iv) Tota funcio´ real de variable vectorial f (x, y) per a la qual existeixen Dvf (a, b) , ∀v ∈ R2 , (a, b) ∈
Dom f , e´s diferenciable en (a, b).
8. Siguin a = 10 cm i b = 24 cm els costats d’un rectangle. Quant variara` la diagonal d d’aquest
rectangle si el costat a s’allarga 4 mm i el costat b s’escurc¸a 1 mm? Calculeu el valor aproximat
d’aquesta variacio´ i compareu-lo amb el valor exacte.
9. Una caixa tancada, de dimensions 10 cm, 8 cm i 6 cm, esta` feta de fusta de 2 mm de gruix. Determineu
el volum aproximat del material utilitzat per construir-la.
10. Demostreu que l’error relatiu d’un producte e´s aproximadament igual a la suma dels errors relatius
dels factors.
11. Calculeu la derivada direccional de les funcions segu¨ents, en el punt i segons el vector que s’indica:
z(x, y) = ln
√
x2 + y2 en (x, y) = (1, 1) , v = (2, 1)
f (x, y, z) = xy + xz + yz en (x, y, z) = ( − 1, 1, 7) , v = (3, 4,−12)
g(x, y, z) = z − ex sin y en (x, y, z) = ( ln 3, 3/2,−3) , v = (1, 1, 2)
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12. Donada la funcio´ real:
f (x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x2 + y2
xy
, xy  0
x + y, xy = 0
Calculeu les derivades parcials de f (x, y) en (0, 0). Raoneu si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents:
i) Existeix ∇f (0, 0) = (1, 1).
ii) ∀v = (v1, v2) ∈ R2 amb ‖v‖ = 1 , Dvf (0, 0) = v1 + v2.
13. Donada la funcio´ f (x, y) = x3 + y3 − xy + x + y, calculeu la variacio´ de f (x, y) en el punt (1, 0) i en la
direccio´ del vector ( − 1, 1).
14. Calculeu la variacio´ de la funcio´ r(u, v) = u2 − v2 en el punt (1, 1) i en la direccio´ que forma un angle
de 60◦ amb la direccio´ positiva de l’eix OX.
15. Donada la funcio´ de densitat δ(x, y) = 48 − 4x2/3 − 3y2, calculeu el seu coeficient de variacio´:
i) En el punt (1,−1) i en la direccio´ de ma`xima variacio´ d’aquesta densitat.
ii) En el punt (1, 2) i en la direccio´ de l’eix d’abscisses.
iii) En el punt (2, 2) i en la direccio´ de la recta y = x.
16. Estudieu la diferenciabilitat d’aquestes funcions vectorials de variable vectorial, i calculeu la matriu
jacobiana en el punt indicat:
f (x, y) = (x2 + y2, exy) en (1, 1)
g(x, y) = (xy, sin x, x2y) en (π,π/2)
h(x, y) = (ex+y, ln x) en (1, 0)
F(x, y, z) = (xyz, x2z) en (2,−1,−1)
H(x, y, z) = (xy, xz, yz) en (1, 1,−1)
17. Un costat d’un rectangle de 20 m augmenta amb una velocitat de 5 m/s, i l’altre costat de 30 m
disminueix a una velocitat de 4 m/s. A quina velocitat varien el perı´metre i l’a`rea del rectangle?
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18. Calculeu les derivades segu¨ents:
dz
dt sent z = f (t cos t, e
t) , f diferenciable.
du
dt sent u = x
2 + y2 + z2 amb x = f (t), y = tf (t), z = f (t2) , f derivable.
∂z
∂u
,
∂z
∂v
sent z = f (x, y) , f diferenciable, amb x = uv , y = u/v.
19. Calculeu
dz
dt en les situacions segu¨ents:
z = x + y amb x = 4(t2 − 1) , y = ln t
z =
√
x2 + y2 amb x = et , y = sin t
z = xy + xu + yu amb x = t , y = cos (2t) , u = sin (2t)
20. Sigui la funcio´ real f (x, y, z) = √x2 + y2 + z2. Considerem el canvi a coordenades cilı´ndriques i el canvi
a coordenades esfe`riques definits, respectivament, per les equacions:
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = r cos θ
y = r sin θ
z = z
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ
En ambdos casos, calculeu el jacobia` del canvi i l’expressio´ de la funcio´ f en les noves variables.
21. Demostreu que si z = f (x + ay) on f e´s derivable i a ∈ R , aleshores es verifica la relacio´ segu¨ent:
∂z
∂y
= a
∂z
∂x
22. Demostreu que la funcio´ z = yf (x2 − y2) , on f e´s una funcio´ derivable, satisfa` l’equacio´:
1
x
∂z
∂x
+
1
y
∂z
∂y
=
z
y2
23. Demostreu que la funcio´ z = f (x2 + y2) , on f e´s una funcio´ derivable, satisfa` l’equacio´:
y
∂z
∂x
− x∂z
∂y
= 0
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24. Comproveu que si u(x, y, z) = f (xyz) , on f e´s una funcio´ tres vegades derivable en R , es verifica:
∂3u
∂x∂y∂z
= F(xyz)
i trobeu la funcio´ F.
25. Sigui la funcio´ f (x, y, z) = xy + x2z + 3yz , on x(s, t) = s2 + t2 , y(s, t) = s2 − t2 i z(s, t) = 2st so´n
tals que defineixen una funcio´ F(s, t). Calculeu dF(s, t).
26. Sigui f : R2 → R2 tal que f (x, y) def= (ex+2y, sin (y + 2x)), i sigui g : R3 → R2 tal que g(u, v, w) def=
(u + 2v2 + 3w3, 2v − u2). Calculeu df (x, y), dg(u, v, w) i d( f ◦ g)(1,−1, 1).
27. Estudieu si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents. Raoneu les respostes i poseu-ne un contra-
exemple en cas que siguin falses:
i) La derivada direccional de h(x, y) = y2/x en qualsevol punt de l’el·lipse 2x2 + y2 = 1 i en la
direccio´ de la normal a aquesta e´s igual a zero.
ii) Donada la funcio´ f (x, y) = x+ |y| , un vector normal a la superfı´cie z = f (x, y) en el punt (0, 0, 0)
e´s vN = (1, 1,−1).
iii) La superfı´cie z = f (x, y), on f es defineix:
f (x, y) =
{
xy, xy  0
1, xy = 0
te´ un pla tangent horitzontal en el punt (0, 0, 1) d’equacio´ z = 1.
iv) El paraboloide 3x2 + 2y2 = 2z + 1 i l’esfera x2 + y2 + z2 − 4y − 2z + 2 = 0 es tallen en el punt
(1, 1, 2) i formen un angle recte.
28. Calculeu el pla tangent i la recta normal a les superfı´cies segu¨ents en el punt indicat:
x2y2 + xz − 2y3 = 10 P = (2, 1, 4)
z = sin (xy) P = (1,π, 0)
z = y + ln (x/z) P = (1, 1, 1)
29. Calculeu la recta tangent i el pla o recta normal, segons el cas, a les corbes segu¨ents en el punt indicat:
x2y + y3 = 10 P = (1, 2)
ln (2x − y2) + 3x2y = 3 P = (1, 1)
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = t2 + 1
y = 2t − 1
z = 4t3
P = (2, 1, 4)
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{
x2 + y2 + z2 = 9
xy + z = 0 P = (2, 1,−2)
30. Calculeu la derivada direccional de f (x, y, z) = 3x − 5y + 2z en el punt (2, 2, 1) i en la direccio´ de la
normal exterior a l’esfera x2 + y2 + z2 = 9 en el mateix punt.
31. Calculeu la variacio´ de f (x, y, z) = x2 + y2 − z2 en el punt (3, 4, 5) i al llarg de la corba interseccio´ de
les superfı´cies z2 = x2 + y2 i 2x2 + 2y2 − z2 = 25.
32. Calculeu com varia f (x, y, z) = x2 − y2 en el punt (1, 0, 2) i en la direccio´ del vector normal al con de
revolucio´ z2 = 4(x2 + y2) en el mateix punt.
33. Calculeu la derivada direccional de la funcio´ f (x, y, z) = √x2 + y2 + z2 en el punt (1, 2,−2) i al llarg
de la corba r(t) = (t, 2t2,−2t4).
34. Donada la funcio´:
f (x, y) =
{
2xy + x, y ≥ 0
x − x2 − y2, y < 0
i) Estudieu la diferenciabilitat de f en (0, 0).
ii) Calculeu la variacio´ de f en (0, 0) i al llarg de la recta y = −2x.
iii) Demostreu que el pla tangent a la superfı´cie z = f (x, y) en el punt (0, 0, 0) projectat sobre el pla
y = 0 forma un angle de 45◦ amb l’eix OX.
35. Demostreu que els plans tangents a la superfı´cie xyz = a3 formen, amb els plans de coordenades,
tetraedres de volum constant, i calculeu aquest volum.
36. Demostreu que la suma de les dista`ncies a l’origen de les interseccions amb els eixos d’un pla tangent
a la superfı´cie
√
x +
√y + √z = √a e´s independent del punt de tange`ncia.
37. Sigui la funcio´ f (x, y) = ( sin (x + y3), cos x − ey). Justifiqueu que f e´s localment invertible en (0, 0).
Calculeu df −1(0, 0).
38. Sigui la funcio´ g(x, y, z) = (e2y + e2z, e2x − e2z, x − y). Justifiqueu que en un entorn de cada punt de
R3, g admet una funcio´ inversa diferenciable i que, a me´s, g e´s globalment invertible.
39. Sigui f (x, y) = (x cos y, x sin y) definida en A = R+0 × R. Justifiqueu que f e´s localment invertible en
qualsevol punt de A, pero` no ho e´s globalment.
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40. Estudieu si cadascuna de les equacions segu¨ents defineixen localment una funcio´ implı´cita y = y(x)
en un entorn del punt (a, b) indicat. En cas afirmatiu, calculeu y′(a):
x2y + 3y3x4 = 4 en (1, 1)
x3 + 4y sin (xy) = 0 en (0,π)
41. Proveu si l’equacio´ x + y+ z+ cos (xyz) = 0 defineix localment una funcio´ implı´cita z = f (x, y) en un
entorn del punt (0, 0,−1). En cas afirmatiu, calculeu D1f (0, 0) i D2f (0, 0).
42. Proveu si, localment, el sistema d’equacions:{
x = u2 − v2
y = 2uv
defineix en un entorn del punt (x, y, u, v) = (0, 2, 1, 1) dues funcions implı´cites u = u(x, y) , v =
v(x, y). En cas afirmatiu, comproveu si els vectors normals a les superfı´cies u = u(x, y) i v = v(x, y) so´n
ortogonals en el punt (0, 2, 1).
43. Proveu si el sistema d’equacions segu¨ent:{
u + v + x2 − y2 + z2 = 0
u2 + v2 + u − 2xyz = 0
defineix en un entorn del punt (x, y, z, u, v) = (0, 0, 0,−1/2, 1/2), dues funcions implı´cites u =
u(x, y, z) , v = v(x, y, z). En cas afirmatiu, calculeu du i dv a l’origen de coordenades.
44. Suposem que l’equacio´ F(x, y, z) = 0 defineix tres funcions implı´cites x = x(y, z) , y = y(x, z) , z =
z(x, y) . Demostreu que es verifica la relacio´:
∂x
∂y
∂y
∂z
∂z
∂x
= −1
45. Proveu si el sistema d’equacions segu¨ent:{
et − x2 + y2 = 1
t − xy = 1
defineix implı´citament dues funcions x = x(t) , y = y(t) en un entorn del punt (t, x, y) = (0,−1, 1).
En cas afirmatiu, aquest sistema d’equacions defineix localment una corba C ⊂ R3 , expressada en
coordenades parame`triques per r(t) = (t, x(t), y(t)). Calculeu la variacio´ de f (t, x, y) = txy − x + y en
el punt (0,−1, 1) i al llarg d’aquesta corba C.
46. L’equacio´ f (y/x, z/x) = 0 defineix implı´citament z com una funcio´ z = z(x, y). Demostreu que es
verifica:
Ca`lcul diferencial per a funcions de variable vectorial165© Els autors, 2007. © Edicions UPC, 2007
Page (PS/TeX): 62 / 66,   COMPOSITE
x
∂z
∂x
+ y
∂z
∂y
= z
47. Demostreu que la funcio´ z = arctan (y/x) satisfa` l’equacio´ de Laplace:
∂2z
∂x2
+
∂2z
∂y2
= 0
48. Demostreu que la funcio´ u = A sin (aλt + ϕ) sin (λx) , A, a, λ,ϕ constants, satisfa` l’equacio´ de les
vibracions de corda:
∂2u
∂t2
= a2
(
∂2u
∂x2
)
49. Sigui z = f (x + ay) − g(x − ay) , on f i g so´n funcions dues vegades derivables d’una variable, i a e´s
una constant. Demostreu que es verifica:
a2
(
∂2z
∂x2
)
=
∂2z
∂y2
= a2( f ′′(x + ay) − g′′(x − ay))
50. Proveu que la funcio´ z = −x2y + f (xy) + g(x) , on f i g so´n funcions derivables de R en R, satisfa` la
relacio´:
y
∂2z
∂y2
− x ∂
2z
∂y∂x
+
∂z
∂y
= x2
51. Calculeu el polinomi de Taylor de grau 2 associat a cadascuna de les funcions segu¨ents, en un entorn
del punt indicat:
f (x, y) = x3 + y2 + xy2 P = (1, 2)
g(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz P = (1, 1, 1)
z(r, t) = sin (r2 + t2) P = (0, 0)
h(x, y, z) = ex+y+z P = (0, 0, 0)
52. Estudiar si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents. Raoneu les respostes i poseu-ne un contra-
exemple en cas que siguin falses:
i) Si (a, b) e´s un punt estacionari d’una funcio´ real f (x, y) , aleshores existeix el pla tangent a la
superfı´cie z = f (x, y) en el punt (a, b, f (a, b)) i e´s horitzontal.
ii) Si (a, b) e´s un punt de sella d’una funcio´ real f (x, y) , aleshores no pot existir un pla tangent a
la superfı´cie z = f (x, y) en el punt (a, b, f (a, b)) .
iii) Una funcio´ real f (x, y) que no e´s diferenciable en un punt (a, b) ∈ Dom f no te´ extrems.
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iv) Una funcio´ real f (x, y), diferenciable en (a, b) ∈ R2 i per al qual ∇f (a, b) = 0 , te´ un extrem
local en (a, b).
v) Una funcio´ real f (x, y), tal que ∀(x, y) ∈ Dom f es verifica que ∇f (x, y)  0 , no pot assolir cap
extrem en el seu domini.
53. Calculeu els punts estacionaris i estudieu els extrems locals i els punts de sella, si existeixen, de les
funcions segu¨ents:
f (x, y) = x2 + xy + y2 − 6x + 2
g(x, y) = 4x + 2y − x2 + xy − y2
54. En quin punt la derivada de la funcio´ f (x, y) = x3 + 3y3 − x2 + y2 segons la direccio´ del vector (1, 2)
assoleix un extrem? De quin tipus d’extrem es tracta? Quin e´s el valor de la derivada direccional en
aquest punt?
55. Calculeu el volum ma`xim d’un paral·lelepı´pede rectangular contingut en el primer octant amb un
ve`rtex en l’origen i el ve`rtex oposat en el pla x + y + z = 1.
56. Un penta`gon esta` compost per un rectangle i un triangle iso`sceles amb la base sobre un dels seus
costats. Sabent que el perı´metre del penta`gon te´ un valor fix p, calculeu les dimensions dels seus
costats perque` l’a`rea sigui ma`xima.
57. Comproveu si la funcio´ z = z(x, y), definida implı´citament per l’equacio´ xyz+sin (z−3)−x2y2−x−y = 0,
te´ un ma`xim o un mı´nim en el punt (x, y) = (1, 1).
58. Donada l’equacio´ x2+y2−z2+2z = 0, determineu els punts en l’entorn dels quals z e´s funcio´ implı´cita
de x i de y, i estudieu els extrems relatius d’aquesta funcio´ z(x, y).
59. Sigui la distribucio´ de punts:
( − 4, 1), ( − 3, 2), ( − 2, 3), ( − 1, 4), (0, 4).
Ajusteu aquesta distribucio´ a una recta pel me`tode dels mı´nims quadrats.
60. Trobeu els coeficients que ajustin millor les dades en utilitzar el me`tode de mı´nims quadrats en els
casos segu¨ents:
i) y(x) = ax2 + bx + c.
ii) y(x) = aebx.
61. Estudieu si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents. Raoneu les respostes i poseu-ne un contra-
exemple en cas que siguin falses:
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i) Una funcio´ real f , contı´nua a la regio´ A = {z ∈ C : |z + 1| ≤ 1} , assoleix un ma`xim i un mı´nim
absoluts en A.
ii) Una funcio´ real f (x, y) contı´nua en tots els punts del rectangle R = [a, b]× [c, d] , a, b, c, d ∈ R
tal que ∇f (x, y)  0 , ∀(x, y) ∈ (a, b) × (c, d), no assoleix cap extrem en R.
iii) En el cas que existeixin el ma`xim i el mı´nim absoluts de la funcio´ real f (x, y) = x2 + (y − 2)2 sobre
el cercle x2 + y2 ≤ 1 , s’assoleixen a la frontera.
62. Calculeu, si existeixen, el ma`xim i el mı´nim absoluts de les funcions segu¨ents sobre el conjunt indicat:
f (x, y) = x2 + y2 sobre el segment {x + y = 1 , 0 ≤ x ≤ 1}
f (x, y) = x2 + y2 sobre la regio´ {y + x2 ≤ 1 , y ≥ 0}
g(x, y) = x3 + y3 + 9xy + 27 sobre el quadrat [ − 5, 5] × [ − 5, 5]
z(x, y) = x + y si x2 + y2 ≤ 1 i y ≥ 0
r(x, y, z) = xyz si x + y + z ≤ 1 , x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0
63. Trobeu els extrems de les funcions segu¨ents, subjectes a la condicio´ indicada:
d(x, y) = x2 + y2 sobre la hipe`rbola x2 − y2 = 1
z(x, y) = xy sobre l’el·lipse 2x2 + 9y2 = 18
u(x, y) = xy2 sobre la circumfere`ncia x2 + y2 = 1
g(x, y, z) = xyz sobre l’esfera x2 + y2 + z2 = 1
h(x, y) = ex + ey sobre la circumfere`ncia x2 + y2 = 1
64. Calculeu el ma`xim i el mı´nim absoluts, si existeixen, de les funcions segu¨ents sobre el conjunt indicat:
f (x, y) = x2 − y2 sobre x2 + y2 ≤ 1
h(x, y, z) = x + y + z sobre x2 + y2 + z2 ≤ 4
r(x, y, z) = xy2z2 sobre x + y + z = 5 , x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0
z(x, y) = (x − 1)2 + y2 sobre x2 + y2 ≤ 4
65. Calculeu els punts de la superfı´cie de l’esfera x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 2z = 9 tals que la suma de les
seves coordenades e´s ma`xima.
66. Calculeu la dista`ncia ma`xima i mı´nima de l’origen a l’el·lipse 5x2 + 6xy + 5y2 = 8.
67. Trobeu els extrems de la funcio´ f (x, y) = (x − 1)2 + (y − 1)2 sobre el conjunt A = {(x, y) ∈ R2 :
x2 + y2 ≤ 4 , x ≥ 0 o´ y ≥ 0}.
68. Estudiar els extrems de la funcio´ real f (x, y, x) = x2y2z2 sobre l’esfera x2 + y2 + z2 = r2.
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69. Trobeu els punts d’aquesta corba: {
x2 − xy + y2 + z2 = 1
x2 + y2 = 1
que so´n me´s a prop de l’origen de coordenades.
70. S’ha de construir un dipo`sit en forma de cilindre circular recte i base semiesfe`rica de volum constant
V . Calculeu les dimensions que fan l’a`rea mı´nima.
71. Es vol fer una construccio´ sobre un terreny T que compleix: T = {(x, y) ∈ R2 : y2 ≤ 4x , x2 − y2 ≤ 5}.
Un enginyer prete´n trac¸ar dues lı´nies rectes de ferrocarril que vagin del punt (6, 0) del pla al punt me´s
proper i al punt me´s allunyat del terreny. Quina longitud de via s’haura` de construir?
Annex
72. Demostreu que, localment, el sistema d’equacions segu¨ent:
{
x2y + et = 2
xy + etx = 2
defineix x = x(t) i y = y(t), funcions implı´cites derivables en un entorn del punt (t, x, y) = (0, 1, 1).
Sigui r : R→ R2 , r(t) def= (x(t), y(t)) tal que Im r defineix una corba C en el pla, i sigui la fun-
cio´ f : R2 → R definida per f (x, y) = x2 + y2 − 3x + sin (xy − 1).
i) Si la corba C e´s regular en t = 0, calculeu la variacio´ de f en el punt (1, 1) al llarg de C.
ii) Demostreu que la corba C i la corba de nivell −1 de f (x, y) es tallen en el punt (1, 1) i formen un
angle recte.
73. Demostreu que, localment, el sistema d’equacions segu¨ent:{
xz3 + y2u3 = 1
2xy3 + u2z = 0
defineix x = x(z, u) i y = y(z, u), funcions implı´cites diferenciables en un entorn del punt (x, y, z, u) =
(0, 1, 0, 1). Demostreu que la funcio´ F(z, u) def= (x(z, u), y(z, u)) admet funcio´ inversa diferenciable en
un entorn del punt (0, 1).
74. Considereu h : R2 → R definida per h(x, y) = x2 + y3 + xy + x3 + ay , a ∈ R .
i) Per a quins valors de a l’equacio´ h(x, y) = 0 defineix implı´citament una funcio´ y = y(x) , y ∈ C∞,
en un entorn de (0, 0)? L’equacio´ anterior defineix implı´citament x = x(y) derivable en un entorn
de (0, 0) per a algun valor de a?
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ii) Sigui y = f (x) la funcio´ implı´cita determinada per h(x, y) = 0, definida en un determinat entorn
obert U de 0. Calculeu el valor del para`metre a perque` el polinomi de Taylor de segon grau de
f a l’origen prengui el valor 1 en el punt x = 1. Per a quins valors de a te´ f un extrem en x = 0?
iii) Sigui F : U × R→ R2 definida per F(x, y) = (ex+y + x2 − 1, f (x) + y cos x), (U e´s l’entorn de 0
on f esta` definida). Demostreu que F admet funcio´ inversa diferenciable en un entorn de (0, 0).
Demostreu que la funcio´ G = F ◦ F + F−1 e´s diferenciable en (0, 0) i calculeu dG(0, 0).
75. Considereu la funcio´ f : R2 → R definida per f (x, y) = x2 − xy + y2.
i) Trobeu els punts de la corba de nivell f (x, y) = k , k > 0 per als quals el mo`dul del gradient de
f (x, y) pren els valors ma`xim i mı´nim.
ii) Sobre la corba de nivell de l’apartat anterior, dibuixeu el vector gradient de f en els punts trobats,
i amb la informacio´ obtinguda, dibuixeu de manera aproximada el mapa de corbes de nivell de f .
76. Siguin A ⊂ Rn un obert i f : A ⊂ Rn → R. Sigui h : R→ R estrictament creixent (o estrictament
decreixent), i considereu la funcio´ G = h ◦ f .
i) Demostreu que els punts d’extrem relatiu per a f i G coincideixen.
ii) Si f e´s diferenciable en a ∈ A i h e´s derivable en f (a), demostreu que a e´s un punt estacionari de
G si i nome´s si a e´s un punt estacionari de f .
iii) Determineu la dista`ncia ma`xima i mı´nima del punt ( − 1, 0) al conjunt del pla A = {(x, y) ∈ R2 :
x2 + y2 ≤ 2x , y ≥ x − 1}.
77. Sigui la funcio´ f : R2 → R definida per:
f (x, y) =
{
x2 + 4y2 − 1, xy ≥ 0
|x − 2y| − 1, xy < 0
i) Estudieu la continuı¨tat de f en R2.
ii) Calculeu el gradient de f en (0, 0). Trobeu la derivada direccional de f en (0, 0) i en la direccio´ de
la recta y = −x . Deduı¨u dels ca`lculs anteriors que f no e´s diferenciable en (0, 0). Raoneu la
resposta.
iii) Trobeu els punts de la corba plana que resulta de la interseccio´ de la superfı´cie z = f (x, y) amb
el pla z = 0, per als quals la suma de coordenades e´s ma`xima o mı´nima.
78. Sigui la funcio´ f : R2 → R definida per:
f (x, y) =
{
x2y2 ln (x2 + y2), (x, y)  (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)
i) Estudieu la diferenciabilitat de f en R2.
ii) Demostreu que l’equacio´ f (x, y) + z2 + ez+1 = 2 defineix implı´citament z = z(x, y) en un entorn
V × Br( − 1) del punt (1, 0,−1) i que (1, 0) e´s un punt estacionari de z(x, y).
iii) Considereu la funcio´ H : V ⊂ R2 → R2 definida per:
H(x, y) = (xyz(x, y), x2 + y2 + z2(x, y)) , (x, y) ∈ V
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On V e´s l’entorn de (1, 0) de l’apartat anterior i z(x, y) e´s la funcio´ implı´cita local. Demostreu que
H e´s localment invertible en un entorn de (1, 0) i calculeu dH−1(0, 2) i justifiqueu-ne l’existe`ncia.
79. Calculeu el ma`xim de la funcio´ f (x1, . . . , xn) = (x1x2 · · · xn)2 condicionat per x21 + · · · + x2n = 1.
Feu servir aquest resultat per demostrar la desigualtat segu¨ent, que e´s va`lida per a a1, . . . , an nombres
reals positius qualssevol:
(a1 · · · an)1/n ≤ a1 + · · · + an
n
80. Sigui f : R→ R funcio´ tal que f ∈ C1(R) i ∀t ∈ R , | f ′(t)| ≤ K < 1.
i) Demostrar que la funcio´ F : R2 → R2 , F(x, y) def= (x + f (y), y + f (x)), ∀(x, y) ∈ R2 admet una
inversa local.
ii) Demostrar que f te´ un u´nic punt fix.
iii) Suposeu que f (0) = 0 , i considereu la funcio´ real h : R→ R definida per h(x) = ( f ◦ f )(x) +
x , ∀x ∈ R. Demostreu que l’equacio´ h(x) = 0 te´ una u´nica arrel real.
81. Demostreu que u = x3f (y/x, z/x), on f e´s una funcio´ diferenciable, satisfa` l’equacio´:
x
∂u
∂x
+ y
∂u
∂y
+ z
∂u
∂z
= 3u
82. Sigui f : R2 → R diferenciable i sigui g : R3 → R2 , g = (u, v) tal que u(x, y, z) = x2 + y2 + z2 i
v(x, y, z) = x + y + z. Considereu h = f ◦ g. Demostreu que:
‖∇h(x, y, z)‖2 = 4u
(
∂f
∂u
)2
+ 4v
(
∂f
∂u
∂f
∂v
)
+ 3
(
∂f
∂v
)2
83. Sigui F : A ⊂ Rn+1 → R , F ∈ C2(A) , A obert. Sigui (x, y) = (x1, . . . , xn, y) ∈ Rn+1 i (a, b) =
(a1, . . . , an, b) ∈ A tal que F(a, b) = 0 i ∂F
∂y
(a, b)  0. Sigui y(x) la funcio´ implı´cita definida per
F(x, y) = 0 en un entorn de (a, b) tal que y(a) = b.
i) Demostreu que si y(x) te´ un extrem relatiu en el punt a, aleshores:
∂F
∂xi
(a, b) = 0 , 1 ≤ i ≤ n
ii) Demostreu que els elements de la matriu hessiana Hy(a), on a e´s l’extrem relatiu de y(x), so´n de
la forma:
∂2y
∂xi∂xj
(a) = − ∂
2F
∂xi∂xj
(a, b)
(
∂F
∂y
(a, b)
)−1
, 1 ≤ i, j ≤ n
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iii) Trobeu els extrems relatius de y(x) per al cas particular:
F(x, y) = x2 + xy + y2 − 27
84. Siguin f , g : R2 → R definides per
f (x, y) =
{
xy2 sin (1/y), y  0
0, y = 0
g(x, y) = 1
π
ex+y +
∫ x
0
t2√
t4 + 1
dt
i) Calculeu ∇f (a, 0) i ∇g(a, b), ∀a, b ∈ R.
ii) Calculeu la variacio´ de g en el punt (0, 0) i en la direccio´ de la recta y = x. En quina direccio´ e´s
ma`xima la derivada direccional de g en (0, 0) i quin e´s el coeficient de variacio´ ma`xima.
iii) Demostreu que la funcio´ F : R2 → R2 , F def= ( f , g) , e´s diferenciable en (0, 0). Deduı¨u que
G = F ◦ F e´s diferenciable en (0, 0) i calculeu dG(0, 0).
iv) Si existeixen el pla tangent a la superfı´cie z = f (x, y) en el punt (0, 0, 0) i el pla tangent a
z = g(x, y) en el punt (0, 0, 1/π), so´n ortogonals?
85. Sigui la funcio´ f : [ − 1, 1] × [ − 1, 1] ⊂ R2 → R definida per:
f (x, y) = 1 + x3 + y2 + 2
∫ 3x
0
√
1 + t2dt + x
∫ y2
0
et
2/2dt
i) Demostreu que f ∈ C2([ − 1, 1] × [ − 1, 1]).
ii) Calculeu el polinomi de Taylor de segon grau, que aproxima f (x, y) en un entorn de l’origen de
coordenades; calculeu el pla tangent a la superfı´cie z = f (x, y) en el punt (0, 0, 1); compareu
resultats.
iii) Justifiqueu l’existe`ncia d’extrems absoluts de f en el subdomini: [0, 1]× [0, 1], i trobeu els punts
en que` f assoleix el ma`xim i el mı´nim absoluts.
iv) Demostreu que l’equacio´ f (x, y) = z2 + ln z defineix localment una funcio´ implı´cita z = z(x, y)
en un entorn de (0, 0, 1), i comproveu si (0, 0) e´s un punt estacionari de z(x, y).
86. En el pla XY , es considera el recinte T triangular de ve`rtexs (0, 0), (a, 0) i (0, b) , a > 0, b > 0.
i) Donat un punt (x, y) ∈ ◦T , en unir-lo amb els ve`rtexs deT s’obtenen tres triangles. Si A1, A2 iA3 so´n
les a`rees dels tres triangles, demostreu que hi ha un u´nic punt (x, y) ∈ ◦T , que minimitza la suma
de les a`rees al quadrat, e´s a dir, que e´s un mı´nim de la funcio´ Q(x, y) = A21 + A22 + A23.
ii) Trobeu, si existeixen, els extrems absoluts de Q(x, y) en T .
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87. Demostreu que els punts (1, 1) i ( − 1,−1) so´n dos mı´nims per a la funcio´ f (x, y) = (x + 1)2 +
(y + 1)2 sobre la corba y = 1/x, mentre que so´n, respectivament, un ma`xim i un mı´nim per a
f (x, y) sobre la circumfere`ncia x2 + y2 = 2. Raoneu geome`tricament l’afirmacio´ anterior i interpreteu
el resultat.
Solucions
1.
∂f
∂x
(x, y) = 3x2 − 3ay ∂g
∂x
(x, y) = y + 1
y
+
x√
x2 + y2
∂f
∂y
(x, y) = 3y2 − 3ax ∂g
∂y
(x, y) = x − x
y2
+
y√
x2 + y2
2. D1f (0, 0) = 3 , D2f (0, 0) = 5
D1g(0, 0) = 0 , D2g(0, 0) = 0
no existeix D1z(0, 0) , D2z(0, 0) = 0
D1h(0, 0) = 1 , D2h(0, 0) = 0
D1r(0, 0) = 1 , D2r(0, 0) = −1
D1u(0, 0) = 0 , D2u(0, 0) = 1
3. Dvh(0, 0) = 1√
2
, Dvu(0, 0) = −
√
2
2
.
4. g e´s diferenciable ∀(x, y) ∈ R2 i ∇g(0, 0) = (0, 0), per tant, dg(0, 0) = 0.
h e´s diferenciable ∀(x, y) ∈ R2 i ∇h(0, 0) = (0, 0), per tant, dh(0, 0) = 0.
5. Heu de demostrar que f (0) = 0 i fer servir la definicio´ de derivada parcial i de diferenciabilitat en un
punt.
6. a) Indicacio´: heu de demostrar que f ◦ i1 e´s constant.
b) Es dedueix de a).
7. i) F
ii) F
iii) F
iv) F
8. Valor aproximat = 0,0615385. Valor exacte = 0,064727.
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9. 75,2 cm3
10. Heu d’aplicar la definicio´ de diferencial d’una funcio´ en un punt.
11. D( 2√
5 ,
1√
5
)z(1, 1) = 3
2
√
5
D( 3
13 ,
4
13 ,
−12
13
) f ( − 1, 1, 7) = 48
13
D( 1√
6 ,
1√
6 ,
2√
6
)g( ln 3, 3
2
,−3) = − 3√
6
sin 3
2
− 3√
6
cos
3
2
+
2√
6
.
12. i) C
ii) F
13. −2√2.
14. 1 − √3.
15. i)
194
3
√
97
ii) −83
iii) − 52
3
√
2
16. df (1, 1) =
(
2 2
e e
)
dg
(
π,
π
2
)
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
π
2 π
−1 0
π2 π2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
dh(1, 0) =
(
e e
1 0
)
dF(2,−1,−1) =
(
1 −2 −2
−4 0 4
)
dH(1, 1,−1) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0
−1 0 1
0 −1 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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17. El perı´metre varia a una velocitat de 2 m/s i l’a`rea del rectangle a una velocitat de 70 m2/s.
18.
dz
dt = (cos t − t sin t) D1 f + e
t D2 f
du
dt = 2f (t)f
′(t) + 2tf (t)[f (t) + tf ′(t)] + 4f (t2)tf ′(t2)
∂z
∂u
=
∂f
∂x
v +
∂f
∂y
1
v
;
∂z
∂v
=
∂f
∂x
u − ∂f
∂y
u
v2
19.
dz
dt = 8t +
1
t
dz
dt =
x√
x2 + y2
et +
y√
x2 + y2
cos t =
e2t√
e2t + sin2 t
+
sin t cos t√
e2t + sin2 t
dz
dt = cos (2t) + sin (2t) − 2t sin (2t) − 2 sin
2 (2t) + 2t cos (2t) + 2 cos2 (2t)
20. El jacobia` del canvi a coordenades cilı´ndriques val r i l’expressio´ de la funcio´ f en les noves variables e´s
f (r, θ, z) = √r2 + z2.
El jacobia` del canvi a coordenades esfe`riques val r2 sin θ i l’expressio´ de la funcio´ f en les noves
variables e´s f (r, θ,ϕ) = r.
21. Heu de derivar implı´citament.
22. Heu de derivar implı´citament.
23. Heu de derivar implı´citament.
24. F(x, y, z) = f ′(xyz) + 3xyzf ′′(xyz) + x2y2z2f ′′′(xyz)
25. dF(s, t) = (4s3 + 10s4t + 2t5 + 12s2t3 + 18s2t − 6t3)ds + (6s3 − 4t3 + 2s5 + 10st4 + 12s3t2 − 18st2)dt
26. df (x, y) =
(
ex+2y 2ex+2y
2 cos (y + 2x) cos (y + 2x)
)
dg(u, v, w) =
(
1 4v 9w2
−2u 2 0
)
d(f ◦ g)(1,−1, 1) =
( −3 0 9
0 −6 cos 9 18 cos 9
)
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27. i) F
ii) F
iii) F
iv) C
28. rn :
x − 2
4
=
y − 1
1
=
z − 4
1
; Pt : 4x + y + z = 13
rn :
x − 1
π
= y − π = z; Pt : πx + y + z − 2π = 0
rn : x − 1 = y − 1 = z − 1−2 ; Pt : x + y − 2z = 0
29. La recta tangent a x2y + y3 = 10 en el punt P = (1, 2) e´s 4x + 13y = 30 i la recta normal
x − 1
4
=
y − 2
13 .
La recta tangent a la corba (x(t), y(t), z(t)) = (t2 + 1, 2t − 1, 4t3) en el punt P = (2, 1, 4) e´s (x, y, z) =
(2, 1, 4) + λ(1, 1, 6) i el pla normal x + y + 6z = 27.
30. −23
31. 0
32.
4√
5
33.
25
27
34. i) f e´s diferenciable en (0, 0)
ii) Dvf (0, 0) = (1, 0)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1√
5
− 2√
5
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
1√
5
iii) El pla tangent e´s x = z
35. V =
9
2
a3
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36. Indicacio´: Si (x0, y0, z0) e´s el punt de tange`ncia, les dista`ncies a l’origen de les interseccions amb els
eixos del pla tangent so´n:
x =
√
x0(
√
x0 +
√
y0 +
√
z0), y = √y0(
√
x0 +
√
y0 +
√
z0), z =
√
z0(
√
x0 +
√
y0 +
√
z0).
37. Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ inversa.
df −1(0, 0) =
(
1 0
0 −1
)
38. Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ inversa i demostrar que g e´s injectiva.
39. Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ inversa i demostrar que f no e´s injectiva.
40. y′(1) = −75
No compleix les hipo`tesis del teorema de la funcio´ implı´cita.
41. Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ implı´cita. D1f (0, 0) = −1 i D2f (0, 0) = −1.
42. El teorema de la funcio´ implı´cita defineix en un entorn del punt (x, y, u, v) = (0, 2, 1, 1), dues funcions
implı´cites u = u(x, y) , v = v(x, y). Els vectors normals a les superfı´cies u = u(x, y) i v = v(x, y) no
so´n ortogonals en el punt (0, 2, 1) ja que ∇u(0, 2) =
(
1
4 ,
1
4 ,−1
)
i ∇v(0, 2) =
(
− 14 , 14 ,−1
)
.
43. Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ implı´cita. du(0, 0, 0) = 0 i dv(0, 0, 0) = 0.
44. Heu de derivar implı´citament l’equacio´ F(x(y, z), y, z) = 0 respecte de y, l’equacio´ F(x, y(x, z), z) =
0 respecte de z, i l’equacio´ F(x, y, z(x, y)) = 0 respecte de x.
45. Aplicant el teorema de la funcio´ implı´cita es demostra que el sistema d’equacions defineix localment
la corba C, x′(0) = 14 i y′(0) = − 34 . La variacio´ de f (t, x, y) = txy− x+ y en el punt (0,−1, 1) i al llarg
d’aquesta corba C e´s − 8√
26 .
46. Heu de derivar implı´citament l’equacio´ f (y/x, z/x) = 0.
47. Heu de derivar parcialment la funcio´ z = arctan (y/x).
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48. Calculeu les derivades segones de la funcio´ u = A sin (aλt+ϕ) sin (λx) que apareixen en l’equacio´ segu¨ent:
∂2u
∂t2
= a2
(
∂2u
∂x2
)
49. Heu d’aplicar la regla de la cadena i derivar dos cops.
50. Heu d’aplicar la regla de la cadena.
51. P2(f )(x, y) = 9 + 7(x − 1) + 8(y − 2) + 3(x − 1)2 + 4(x − 1)(y − 2) + 2(y − 2)2
52. i) C
ii) F
iii) F
iv) F
v) F
53. (4,−2) e´s un mı´nim local per a f , i
(
10
3 ,
8
3
)
e´s un ma`xim per a g.
54. En el punt
(
1
3 ,− 19
)
hi ha un valor mı´nim de la derivada direccional i el seu valor e´s 13
√
5 .
55. V =
1
27
56. (x, y, z) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝p
⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 −
√
3
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , p6
(
3 − √3
)
,
p
(
2
√
3 − 3
)
3
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
57. z = z(x, y) te´ un mı´nim local en el punt (x, y) = (1, 1).
58. ∀(x, y, z) ∈
{
x2 + y2 − z2 + 2z = 0
}
amb z  1, (0, 0, 0) ma`xim relatiu i (0, 0, 2) mı´nim relatiu.
59. y =
4
5x +
22
5
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60. Indicacio´ per a l’apartat ii): Trobeu el punt (a, b) que minimitza la funcio´:
f (a, b) =
n∑
i=1
(ln yi − [ ln a + bxi])2 .
61. i) C ii) F iii) C
62. El valor ma`xim absolut de f (x, y) = x2 + y2 sobre el segment {x + y = 1 , 0 ≤ x ≤ 1} e´s 1 i s’assoleix
en els punts (0, 1) i (1, 0). El valor mı´nim absolut e´s 12 i s’assoleix en
(
1
2 ,
1
2
)
.
El valor ma`xim absolut de f (x, y) = x2 + y2 sobre la regio´ {y + x2 ≤ 1 , y ≥ 0} e´s 1 i s’assoleix en els
punts (0, 1), (1, 0) i ( − 1, 0). El valor mı´nim absolut e´s 0 per a (0, 0).
El valor ma`xim absolut de g(x, y) = x3 + y3 + 9xy+ 27 sobre el quadrat [− 5, 5]× [− 5, 5] e´s 502 per
a (5, 5). El valor mı´nim absolut e´s −30√15 − 98 per als punts ( − 5, √15) i (√15,−5).
El valor ma`xim absolut de z(x, y) = x+ y si x2 + y2 ≤ 1 , y ≥ 0 e´s √2 per a
( √
2
2 ,
√
2
2
)
. El valor mı´nim
absolut e´s −1 per a ( − 1, 0).
El valor ma`xim absolut de r(x, y, z) = xyz si x + y + z ≤ 1 , x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 s’obte´ en
(
1
3 ,
1
3 ,
1
3
)
,
i el valor mı´nim absolut en els punts (x, y, z) amb x = 0 o y = 0 o z = 0 que compleixin la
condicio´ x + y + z ≤ 1.
63. La funcio´ d(x, y) = x2+y2 sobre la hipe`rbola x2−y2 = 1 assoleix el valor mı´nim en (1, 0) i en (−1, 0).
La funcio´ z(x, y) = xy sobre l’el·lipse 2x2 + 9y2 = 18 te´ valor ma`xim 3
√
2
2 per als punts
(
3√
2
, 1
)
i(
− 3√
2
,−1
)
, i valor mı´nim − 3
√
2
2 en els punts
(
3√
2
,−1
)
,
(
− 3√
2
, 1
)
.
La funcio´ g(x, y, z) = xyz sobre l’esfera x2 + y2 + z2 = 1 te´ valor ma`xim 1
3
√
3
en els punts
(
1√
3
,
1√
3
,
1√
3
)
,
(
− 1√
3
,− 1√
3
,
1√
3
)
,
(
1√
3
,− 1√
3
,− 1√
3
)
,
(
− 1√
3
,
1√
3
,− 1√
3
)
i valor mı´nim − 1
3
√
3
en els punts
(
1√
3
,− 1√
3
,
1√
3
)
,
(
− 1√
3
,
1√
3
,
1√
3
)
,
(
1√
3
,
1√
3
,− 1√
3
)
,
(
− 1√
3
,− 1√
3
,− 1√
3
)
.
La funcio´ h(x, y) = ex+ey sobre la circumfere`ncia x2+y2 = 1 te´ valor ma`xim absolut en
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√
2
2
,
√
2
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ i
valor mı´nim absolut en
⎛⎜⎜⎜⎜⎝−
√
2
2
,−
√
2
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
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64. El ma`xim absolut de la funcio´ f (x, y) = x2 − y2 sobre x2 + y2 ≤ 1 s’assoleix en els punts (1, 0) i
( − 1, 0), i el mı´nim absolut, en els punts (0, 1) i (0,−1).
El ma`xim absolut de z(x, y) = (x − 1)2 + y2 sobre x2 + y2 ≤ 4 e´s a (− 2, 0) i el mı´nim absolut a (1, 0).
65. (3, 3, 3)
66. La dista`ncia ma`xima de l’origen a l’el·lipse 5x2 + 6xy + 5y2 = 8 val 2 i es troba en els punts
(√2,−√2), ( − √2, √2) i la dista`ncia mı´nima val 1 en
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
√
2
2
,
√
2
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎜⎝−
√
2
2
,−
√
2
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
67. El valor ma`xim de f sobre A es troba en els punts ( − 2, 0) i (0,−2), i el valor mı´nim, en el punt (1, 1).
68. El valor ma`xim absolut de f e´s
(
r2
3
)3
i s’obte´ per a (x, y, z) : x2 = y2 = z2 = r
2
3 . El valor mı´nim
absolut de f e´s 0 i s’obte´ en els punts (x, y, z) : x = 0 o y = 0 o z = 0.
69. (1, 0, 0), ( − 1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0,−1, 0).
70. r = h = 3
√
3V
5π
71. S’haura` de construir una via de longitud 6 +
√
13, on (3, 2), o be´, (3,−2) e´s el punt me´s pro`xim, i
(0, 0) e´s el punt me´s allunyat.
Solucions Annex
72. i) −3
ii) r′(0) = (0,−1) i ∇f (1, 1) = (0, 3).
73. Heu d’aplicar els teoremes de la funcio´ implı´cita i inversa.
JF(0, 1) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ −
1
2 0
0 − 32
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
74. i) a ∈ R − {0}. No
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ii) a = −1, ∀a ∈ R − {0}.
iii) dG(0, 0) =
(
2 1
0 2
)
75. i) El mo`dul del gradient e´s
√
(2x − y)2 + (2y − x)2. Els mı´nims absoluts so´n en els punts (√k, √k)
i ( − √k,−√k) mentre que els ma`xims absoluts so´n a
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
√
k
3,−
√
k
3
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝−
√
k
3,
√
k
3
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
ii) So´n el·lipses.
76. i) Indicacio´: heu d’utilitzar la definicio´ d’extrem relatiu i el fet que h e´s estrictament creixent.
ii) Heu d’aplicar la regla de la cadena.
iii) La dista`ncia ma`xima del punt (−1, 0) al conjunt del pla A = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤ 2x , y ≥ x−1}
e´s
√
5+
√
2
2 i s’assoleix en
(
1 +
√
2
2 ,
√
2
2
)
. La dista`ncia mı´nima val 1 i s’obte´ en (0, 0).
77. i) f e´s contı´nua en (R2 − {xy = 0}) ∪
{
(0, 0), (1, 0), ( − 1, 0),
(
0, 12
)
,
(
0,− 12
)}
.
ii) ∇f (0, 0) = (0, 0). La derivada direccional de f en (0, 0) i en la direccio´ de la recta y = −x no
existeix; per tant, f no e´s diferenciable en (0, 0).
iii) Per al punt
(
2√
5 ,
1
2
√
5
)
la suma de coordenades e´s ma`xima i per al punt
(
− 2√5 ,− 12√5
)
la suma de
coordenades e´s mı´nima.
78. i) f e´s diferenciable en R2.
ii) Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ implı´cita i comprovar que ∇z(1, 0) = (0, 0).
iii) Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ inversa.
dH−1(0, 2) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝ 0 12−1 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
79. El ma`xim de la funcio´ f (x1, . . . , xn) = (x1x2 · · · xn)2 condicionat per x21 + · · · + x2n = 1 es troba en els
punts (x1, . . . , xn) amb x1 = 1±√n = . . . = xn.
80. i) Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ inversa.
ii) Heu de demostrar que f e´s una contraccio´.
iii) Heu de demostrar que h e´s estrictament mono`tona i h(0) = 0.
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81. Heu d’aplicar la regla de la cadena i derivar implı´citament.
82. Heu de derivar implı´citament h(x, y, z) = f (x2 + y2 + z2, x + y + z).
83. i) Heu de derivar implı´citament F(x, y(x)) = 0
ii) Heu de derivar implı´citament dues vegades F(x, y(x)) = 0
iii) (3,−6) mı´nim i ( − 3, 6) ma`xim.
84. i) ∇f (a, 0) = (0, 0) i ∇g(a, b) =
(
1
π
ea+b +
a2√
a4 + 1
,
1
π
ea+b
)
ii) La variacio´ de g en el punt (0, 0) i en la direccio´ de la recta y = x e´s
√
2
π
que coincideix amb el
coeficient de ma`xima variacio´, ja que la direccio´ de ma`xima derivada direccional de g en (0, 0) e´s
∇g(0, 0) =
(
1
π
,
1
π
)
.
iii) dG(0, 0) = dF(F(0, 0)) ◦ dF(0, 0) = dF
(
0, 1
π
)
◦ dF(0, 0) =
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0
1
π
e
1
π
1
π
e
1
π
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0
1
π
1
π
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0
1
π2
e
1
π
1
π2
e
1
π
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
iv) No so´n ortogonals.
85. i) Heu de fer servir la definicio´.
ii) T(x, y) = 1 + 6x + y2 i el pla tangent e´s z = 6x + 1.
iii) Heu d’aplicar el teorema de Weierstass per confirmar que (0, 0) e´s el punt que do´na el valor
mı´nim, i (1, 1) e´s el punt que do´na el valor ma`xim.
iv) Heu d’aplicar el teorema de la funcio´ implı´cita. Com que ∇z(0, 0) = (2, 0)  (0, 0) el punt (0, 0)
no e´s estacionari per a z(x, y).
86. i) (x, y) =
(
a
3,
b
3
)
ii) Mı´nim absolut en
(
a
3,
b
3
)
i ma`xims absoluts en els punts (0, 0), (a, 0) i (0, b).
87. Per demostrar que (1, 1) i (− 1,−1) so´n mı´nims per a f (x, y) considerem la funcio´ g(x, y) = (x+ 1)2 +
(1
x
+ 1)2. Heu de comprovar que g(1) = g( − 1) = 0 i g′′(1) > 0, g′′( − 1) > 0. Per provar que (1, 1)
e´s un ma`xim i ( − 1,−1) e´s un mı´nim de f (x, y) = (x + 1)2 + (y + 1)2 sobre x2 + y2 = 2 heu d’aplicar
el me`tode dels multiplicadors de Lagrange a la funcio´ F(x, y) = (x + 1)2 + (y + 1)2 + λ(x2 + y2 − 2)
i el teorema de Weierstrass. El raonament geome`tric consisteix a observar que f e´s el quadrat de la
dista`ncia d’un punt del pla a ( − 1,−1).
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8
Integral de Riemann unidimensional
1. Sigui f una funcio´ definida en l’interval [a, b] i x0 ∈ [a, b] de manera que:
f (x) =
{
1 si x = x0
0 si x  x0
Demostreu que f e´s R-integrable en [a, b] i que ∫ b
a
fdx = 0.
2. Donada la funcio´ real de variable real definida per:
f (x) =
{
0 si x ∈ Q
1 si x ∈ R − Q
Demostreu que f no e´s R-integrable en [a, b] , ∀a, b ∈ R , a < b.
3. Justifiqueu que la funcio´ y = sign(x) e´s Riemann-integrable en qualsevol interval real compacte.
Trobeu-ne la integral definida en [ − 1, x] amb x ∈ [ − 1, 1].
Nota: La funcio´ “signe de x” es defineix ∀x ∈ R per:
sign(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0
4. Donada la funcio´ real de variable real definida per:
f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
sin2 x x ∈ [0,π)
−1 x = π
cos2 x x ∈ (π, 2π)
0 x = 2π
E´s R-integrable a l’interval [0, 2π]? En cas afirmatiu, calculeu la seva integral definida a l’interval
considerat.
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5. Sigui f acotada en un interval [a, b]. Si | f | e´s Riemann-integrable en [a, b], es pot assegurar que
f tambe´ ho e´s?
6. Demostreu que es verifiquen les igualtats segu¨ents:
∫ b
a
f (x)dx =
∫ b
a
f (a + b − x)dx
∫ 0
−b/a
f (b + ax)dx =
∫ b/a
0
f (b − ax)dx
7. Justifiqueu si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents:
i) Tota funcio´ f : R→ R contı´nua en [a, b] e´s R-integrable.
ii) Tota funcio´ R-integrable en [a, b] e´s contı´nua en [a, b].
iii) Si f 2 e´s R-integrable en [a, b], aleshores f e´s R-integrable en [a, b].
iv) Si f 3 e´s R-integrable en [a, b], aleshores f e´s R-integrable en [a, b].
v) Si f i g so´n funcions tals que f (x) = g(x) , ∀x ∈ [a, b] − Q, aleshores ∫ b
a
f =
∫ b
a
g.
vi) Si f e´s R-integrable en [0,π] i ∫ π0 f (x)dx = 0, aleshores, f (x) = 0 en [0,π].
8. Demostreu que so´n certes les afirmacions segu¨ents:
Si f e´s una funcio´ parella: f (x) = f ( − x), aleshores:∫ a
−a
f (x)dx = 2
∫ a
0
f (x)dx
Si f e´s una funcio´ senar: f (x) = −f ( − x), aleshores:∫ a
−a
f (x)dx = 0
9. Justifiqueu que si f (x) e´s una funcio´ senar, llavors
∫ π
−π ( f (x))2 sin xdx = 0.
10. Sigui f : R→ R contı´nua. Es defineix F : R→ R tal que:
F(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1
2x
∫ x
−x
f (t)dt si x  0
f (0) si x = 0
Demostreu que F e´s contı´nua en R, i que si ∃f ′(0), aleshores ∃F′(0). Demostreu que F ∈ C1(R−{0}).
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11. Donada f : [0, 2]→ R contı´nua en [0, 2] i derivable en (0, 2), suposem que ∃k > 0 tal que | f ′(x)| ≤
k , ∀x ∈ (0, 2). Demostreu que es verifica:
e−2k <
∫ 1
0
e−f (t)dt
∫ 2
1
ef (t)dt < e2k
12. Calculeu la derivada de les funcions segu¨ents (en un interval on existeixi):
∫ x
1
1 + t2
t4
dt
∫ 2
x
dy
y3 + 1
∫ sin2 x
0
e−t
2dt
∫ et
1
ln (x + 1)
x
dx
∫ x2
x
et
t
dt
∫ 3x
ε
sin t
t
dt
∫ ex
0
dt
1 + t2
∫ 1
−x
t4 cos tdt
13. Calculeu els lı´mits segu¨ents:
lı´m
x→0+
x
∫ x
0
et
2dt∫ x
0
et
2
sin tdt
lı´m
x→0+
∫ x
0
sin tdt
x
∫ x
0
etdt
14. Siguin a, b ∈ R amb a < b, i f , g : [a, b]→ R dues funcions contı´nues tals que f e´s creixent i
0 < g(x) < 1 , ∀x ∈ [a, b]. Es defineixen les funcions h, k, l : [a, b]→ R de la manera segu¨ent:
h(x) =
∫ x
a
g(t)dt , k(x) =
∫ x
a
f (t)g(t)dt , l(x) =
∫ a+h(x)
a
f (t)dt.
i) Demostreu que h e´s creixent i que h(x) ≤ x − a , ∀x ∈ [a, b].
ii) Demostreu que l′(x) ≤ k′(x) , ∀x ∈ (a, b).
15. Donada f : R→ R derivable amb f ′(t) > 0, ∀t ∈ R, i tal que f (t) = 0⇐⇒ t = 0; estudieu l’existe`ncia
d’extrems de la funcio´:
F(x) =
∫ x2−5x+6
0
f (t)dt
16. Donada la funcio´ g : R→ R contı´nua en R:
i) Si g e´s derivable en x0 i g(x0) = 0, calculeu:
lı´m
x→x0
1
(x − x0)2
∫ x
x0
g(t)dt
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ii) Si g′ e´s contı´nua en 0 i g(0) = 0, calculeu:
lı´m
x→0
1
x2n+4
∫ x2
0
tng(t)dt
17. Sigui la funcio´ f : [0, 1]→ R definida per:
f (x) =
∫ x
0
e2(t+1)
t + 1
dt , x ∈ [0, 1]
i) Demostreu que f ∈ C1((0, 1)) i que existeix la inversa f −1 contı´nua en [0, f (1)].
ii) Demostreu que l’equacio´ f (x) + x2 = 1 te´ una u´nica arrel real en [0, 1].
18. Sigui F : R→ R definida per:
F(x) =
∫ 1+x2
1
e−t
t
dt , ∀x ∈ R
Demostreu que F ∈ C2(R) i calculeu el polinomi de Taylor de grau 2 que aproxima F en un entorn
de x = 0.
19. Demostreu que existeix el lı´mit segu¨ent i trobeu-ne una cota superior:
lı´m
x→0+
∫ 1
x
te
−
1
t2 sin (1/t)dt
20. Estudieu, segons el valor de p, la converge`ncia de les integrals impro`pies segu¨ents:∫ +∞
a
dx
xp
∫ a
0+
dx
xp
, a > 0
21. Estudieu la converge`ncia de les integrals impro`pies segu¨ents:
∫ +∞
1
sin2x
x2
dx
∫ +∞
1
sin2(1/x)dx
∫ 2
0
dx√
2 − x∫ +∞
1
ln x
x2
dx
∫ +∞
1
e−x
2/2dx
∫ 7
−1
dx
(x + 1)
1
3∫ +∞
−∞
1
π
dx
x2 + 1
∫ 1
0
x√
1 − x2
dx
∫ 1
−1
sin x√
1 + x
dx
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∫ ∞
0
xe−xdx
∫ 1
0
ln x√
x
dx
∫ ∞
0
e−x cos xdx
22. Sigui f : (0,+∞)→ R definida per:
f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
e−x√
x + x3
, 0 < x < 1
1√
1 + x2
, x ≥ 1
i) Justifiqueu que f e´s Riemann-integrable en [a, b] , ∀a > 0 , ∀b > a.
ii) Estudieu la converge`ncia de la integral
∫ +∞
0
f (x)dx.
23. Sigui la funcio´ f : [0,+∞)→ R definida per:
f (x) =
∫ x
0
e−t
2
t2 + 1
sin (t2 − 1)dt , x ∈ [0,+∞)
i) Demostreu que ∃ lı´m
x→+∞
f (x) i trobeu una cota superior per a aquest lı´mit.
ii) Considereu la funcio´ F : R+ × R→ R definida per F(x, y) = f (x)+y2+3. Calculeu la variacio´ de
F(x, y) en el punt (1, 1) al llarg de la corba x2 + y2 = 2y.
Annex
24. Calculeu les integrals indefinides segu¨ents:∫ 3x√
x2 + 1
dx
∫
ln x
x
dx
∫
x
√
x2 + 1dx
∫
x2 − 1
x2 + 1
dx
∫
sin x cos xdx
∫
sin x
cos2x
dx
∫ dx
4 + x2
∫
x2 sin x3dx
∫
ex
1 − 3ex dx∫
ln xdx
∫
cos ( ln x)dx
∫
x sin xdx
∫
x2exdx
∫
ex cos xdx
∫
x arcsin x√
1 − x2
dx
∫
x + 2
x + 1
dx
∫ dx
x2 + 10x + 13
∫ dx
x3 + 1
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∫
x4 − 3x
x(x − 1)(x − 2)dx
∫ 3x + 5
(x2 + 2x + 2)2 dx
∫
x3
(x2 + 1)2 dx∫ dx
cos x
∫
cos2 xdx
∫
sin3 xdx
∫
sin4 xdx
∫
sin2 x cos3 xdx
∫
cos3 x sin xdx
∫
1 + sin x
1 − sin xdx
∫
cos x
sin2 x
dx
∫
sin t
1 + cos2 t
dt
∫
x
√
(1 − x2)3dx
∫ √
x2 + 1
x
dx
∫ 3x2 + 1√
x2 + 2x + 4
dx
∫ dx√
x + 3
√
x
∫
x
√
9 − x2dx
∫ √
−x2 + x + 1dx
25. Trobeu l’a`rea d’aquestes regions en el pla:
1) Regio´ compresa entre x2 ≤ 2y i x2 + y2 ≤ 8.
2) Regio´ compresa entre les circumfere`ncies x2 + y2 = 9 i (x − 3)2 + y2 = 9.
3) Regio´ limitada per les para`boles x = −y2 + 2y , x = y2 − 2y + 2 i l’eix OX.
26. Calculeu l’a`rea de la regio´ plana compresa entre les corbes y = xe−x i y = x2e−x, i calculeu el volum
que aquella regio´ genera en girar al voltant de l’eix OX.
27. Calculeu el volum dels so`lids de revolucio´ segu¨ents:
1) So`lid generat en girar la regio´ compresa entre les corbes y = e−|x| , x = 1 , x = −1 i l’eix OX:
a) al voltant de l’eix OX;
b) al voltant de l’eix OY.
2) So`lid generat en girar, al voltant de l’eix OX, el tros de cercle x2 + (y − 1)2 ≤ 1 compre`s entre les
rectes y = 0 i y = 1.
3) So`lid generat en girar al voltant de l’eix OX la superfı´cie que e´s interior a x2 + y2 = 4 i exterior a
x2 + y2 = 4x.
Solucions
1. Heu d’aplicar la definicio´ d’integral de Riemann o el teorema de Lebesgue.
2. Heu d’aplicar la definicio´ d’integral de Riemann o el teorema de Lebesgue.
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3.
∫ x
−1
sign(y)dy =
{ −1 − x si x ≤ 0
x − 1 si x > 0
4. f e´s R-integrable en l’interval [0, 2π] i la seva integral definida en l’interval considerat val π.
5. No
6. Heu d’aplicar els canvis de variable y = a + b − x i y = −x respectivament.
7. i) C
ii) F
iii) F
iv) C
v) F
vi) F
8. Heu d’aplicar canvis de variable.
9. Heu de demostrar que la funcio´ g(x) = f (x)2 sin x e´s senar i aplicar el problema anterior.
10. Apliqueu les definicions de continuı¨tat i derivabilitat en un punt. Useu el teorema del valor mig i la
regla de l’Hoˆpital.
11. Indicacio´: Heu d’aplicar els teoremes del valor mitja` per al ca`lcul integral i diferencial.
12.
1 + x2
x4
− 1
x3 + 1
2 sin x cos xe−sin
4
x ln (et + 1)
2
ex
2
x
− e
x
x
sin 3x
x
ex
1 + e2x
x4 cos ( − x)
13. 2 i
1
2
14. Indicacio´:
i) Demostreu que h′(x) > 0 ∀x ∈ [a, b] i utilitzeu g(x) < 1
ii) Heu de definir α(x) = k(x) − l(x) i veure que α′(x) ≥ 0 ∀x ∈ (a, b).
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15. x = 2 i x = 3 so´n mı´nims relatius i x = 5
2
e´s ma`xim relatiu.
16. i)
1
2
g′(x0)
ii)
2
2n + 4
g′(0)
17. i) Heu de veure que f ′ e´s una funcio´ contı´nua, f ′(x) > 0 ∀x ∈ [0, 1] i heu de relacionar-lo amb
injectivitat.
ii) Heu d’aplicar el teorema de Bolzano.
18. P2(x) = 1
e
x2
19. Heu d’aplicar els criteris de comparacio´. Una fita superior e´s
1
2
e−1.
20.
∫ +∞
a
dx
xp
convergeix si p > 1 i divergeix si p ≤ 1.
∫ a
0+
dx
xp
convergeix si p < 1 i divergeix si p ≥ 1.
21. convergeix convergeix convergeix a 2
√
2
convergeix a 1 convergeix convergeix a 6
convergeix a 1 convergeix a 1 convergeix
convergeix a 1 convergeix a −4 convergeix a 1/2
22. i) Heu d’aplicar el teorema de Lebesgue.
ii) E´s divergent.
23. i)
π
2
ii) 2
Solucions Annex
24.
∫ 3x√
x2 + 1
dx = 3
√
x2 + 1 + C
∫ ln x
x
dx = 1
2
( ln x)2 + C
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∫
x
√
x2 + 1dx = 13(x
2 + 1)
3
2 + C
∫
sin x cos xdx = sin
2x
2
+ C
∫
sin x
cos2x
dx = 1
cos x
+ C
∫ dx
4 + x2
=
1
2
arctan
(
x
2
)
+ C
∫
x2 sin x3dx = −13 cos x
3 + C
∫
ln xdx = x ln x − x + C
∫
cos ( ln x)dx = x
2
( cos ( ln x) + sin ( ln x)) + C
∫
x sin xdx = −x cos x + sin x + C
∫
x2exdx = ex(x2 − 2x + 2) + C
∫
ex cos xdx = e
x
2
( sin x + cos x) + C
∫
x2 − 1
x2 + 1
dx = x − 2 arctan x + C
∫
ex
1 − 3ex dx = −
1
3 ln |1 − 3e
x| + C
∫
x + 2
x + 1
dx = x + ln |x + 1| + C
∫
cos2 xdx = x
2
+
sin 2x
4
+ C
∫
sin2 x cos3 xdx = sin
3x
3 −
sin5x
5 + C
∫
sin3 xdx = − cos x + 13 cos
3 x + C
∫
x
√
(1 − x2)3dx = −15(1 − x
2)
5
2 + C
∫
cos x
sin2 x
dx = − 1
sin x
+ C
∫ dx
x3 + 1
=
1
3 ln |x + 1| −
1
6 ln |x
2 − x + 1| +
√
3
3 arctan
(
2x − 1√
3
)
+ C
∫
x4 − 3x
x(x − 1)(x − 2)dx =
x2
2
+ 3x + 2 ln |x − 1| + 5 ln |x − 2| + C
∫ dx
cos x
=
1
2
ln
∣∣∣∣∣1 + sin x1 − sin x
∣∣∣∣∣ + C∫
sin4 xdx = 38x −
sin 2x
4
+
sin 4x
32 + C∫ 3x + 5
(x2 + 2x + 2)2 dx = arctan (x + 1) +
x − 1/2
x2 + 2x + 2
+ C
∫
1 + sin x
1 − sin xdx = 2 tan x +
2
cos x
− x + C
∫ 3x2 + 1√
x2 + 2x + 4
dx =
(
3
2
x − 9
2
) √
x2 + 2x + 4 − 1
2
arg sinh
(
x + 1√
3
)
+ C
∫ dx√
x + 3
√
x
= 2
√
x − 3 3√x + 6 6√x − 6 ln | 6√x + 1| + C
Integral de Riemann unidimensional191© Els autors, 2007. © Edicions UPC, 2007
Page (PS/TeX): 88 / 92,   COMPOSITE
25. 1) 2π + 43
2) 9
⎛⎜⎜⎜⎜⎝2π3 −
√
3
2
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
3)
2
3
26. A =
3
e
− 1 i V = π
4
(16e−2 − 2)
27. 1) a) π
(
1 − 1
e2
)
;
b) 2π
(
1 − 2
e
)
2) π2 − 43π
3)
22
3 π
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9
Integral mu´ltiple de Riemann
1. Calculeu el valor de la integral
∫
R
f (x, y)dxdy, en els casos segu¨ents:
f (x, y) = xy(x + y) i R = [0, 1] × [0, 1]
f (x, y) = x + y − 3xy2 i R = [0, 1] × [1, 3]
f (x, y) =
{ 1, x = y
0, x  y
i R = [0, 1] × [0, 1]
f (x, y) =
{
x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1
0, x2 + y2 > 1
i R = [ − 1, 1] × [ − 1, 1]
2. Calculeu l’a`rea limitada per les corbes x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = x i y = 0.
3. Una pira`mide esta` limitada pels tres plans de coordenades i el pla x + 2y + 3z = 6. Calculeu-ne el
volum.
4. Calculeu el volum del so`lid limitat pel paraboloide hiperbo`lic z = x2 − y2 i els plans z = 0, x = 1 i
x = 3.
5. Calculeu el volum del so`lid limitat pel paraboloide hiperbo`lic z = xy, els cilindres x2 + y2 = 1 i
(x − 1)2 + (y − 1)2 = 1, i el pla z = 0.
6. Calculeu el volum del so`lid limitat pels cilindres z = x2 i z = 4 − y2.
7. Apliqueu un canvi a coordenades polars per resoldre les integrals segu¨ents:
∫ a
0
∫ √a2−y2
0
(x2 + y2)dxdy
∫ a
0
∫ √a2−x2
0
√
a2 − x2 − y2dydx
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∫ a
0
∫ x
0
(x2 + y2)1/2dydx
∫ 1
0
∫ x
x2
(x2 + y2)−1/2dydx
8. Considereu en el primer octant de R3 el so`lid A limitat pels plans de coordenades i el pla x+ y+ z = 1
(tetra`edre unitat). Calculeu: ∫
A
1
(x + y + z + 1)3 dx dy dz
9. Calculeu ∫
R
3xydxdy
on R e´s la regio´ limitada per les rectes x − 2y = 0, x − 2y = −4, x + y = 4 i x + y = 1.
10. Resoleu aquesta integral aplicant un canvi de coordenades:∫
A
dxdydz
on A e´s el so`lid limitat per dues esferes de radis 1 i 4 centrades a l’origen.
11. Donada la funcio´ contı´nua f : (0,+∞)→ R, demostreu que:∫
Bρ
f (
√
x2 + y2 + z2)dxdydz = 4π
∫ ρ
0
f (r)r2dr
on Bρ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ ρ2}
12. Calculeu el volum del so`lid compre`s entre z2 ≥ x2 + y2 i x2 + y2 + z2 ≤ 2z.
13. Calculeu el volum del so`lid de R3 definit per: A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 , y ≥ 0 , y ≥ x, 0 ≤
z ≤ 1 − x2 − y2}.
14. Calculeu el volum del so`lid limitat per una esfera centrada a l’origen i de radi R, i un cilindre vertical
de radi R/2 centrat en el punt (0, R/2, 0).
(Anomenat: Volta de Viviani).
15. Siguin la funcio´ f : R2 → R definida per f (x, y) = (x2 + y2)−2 i el so`lid A ⊂ R3, A = {(x, y, z) ∈
R3 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2y , x + y ≥ 0 , 0 ≤ z ≤ f (x, y)}. Trobar el volum de A per integracio´ mu´ltiple de
Riemann.
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16. Donada la funcio´ f : R2 → R definida per f (x, y) = e
x
ey(x + y) , calculeu el valor de la integral∫
A
f (x, y)dxdy on A e´s el recinte tancat per les rectes y = 1−x, y = 3−x, y = x+1 i y = x−1.
17. Calculeu el volum dels so`lids segu¨ents:
1) So`lid limitat pel paraboloide z = x2 + y2 i el pla z = 2 + 2x + 2y.
2) So`lid en z ≥ 0, limitat per les superfı´cies x2 + y2 + z2 = 5 i x2 + y2 = 4z.
3) So`lid limitat pel cilindre x2 + y2 = 2x, el con z =
√
x2 + y2, i z = 0.
4) So`lid limitat pel paraboloide x2 + y2 = 4z i el pla x + y + z = 2.
5) So`lid limitat per les esferes x2 + y2 + z2 = 1 i x2 + y2 + z2 = 2z.
6) So`lid limitat pel paraboloide z = x2 + y2 i el con z = 2 − √x2 + y2.
7) So`lid limitat per z + 1 = x2 + y2, z = −1 i el cilindre x2 + y2 = 4.
8) So`lid limitat per z2 = x2 + y2 , 2z = x2 + y2 , z = 1 i z = 1/2.
18. Demostreu que:
∫ ∞
0
e−x
2dx =
√
π
2
Solucions
1.
1
3
−8
0
π
2
2.
3π + 6
4
3. 6
4.
80
3
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5.
3π − 8
12
6. 8π
7.
πa4
8
πa3
6
a3
6 [
√
2 + ln (1 + √2)] √2 − 1
8.
ln 2
2
− 5
16
9.
164
9
10. 84π
11. Heu d’aplicar un canvi de variable a coordenades esfe`riques.
12. π
13.
3π
16
14. V =
2
9R
3(3π − 4)
15. V =
7π
24
− 18
(
1 +
√
3
)
16.
1
2
ln 3[e − 1
e
]
17. 1) 8π
2)
2
3π
(
5
√
5 − 4
)
3)
32
9
4) 32π
5)
5π
12
6)
5π
6
7) 8π
8)
4
3π
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10
Successions i se`ries de funcions.
Se`ries de pote`ncies. Se`ries de Fourier
1. Si (fn)n∈N i (gn)n∈N convergeixen uniformement en en (E, d) , espai me`tric, demostreu que
(fn + gn)n∈N
convergeix uniformement en (E, d).
2. Demostreu que es verifiquen les afirmacions segu¨ents:
a) Tota se`rie normalment convergent e´s uniformement convergent.
b) La se`rie de funcions
∞∑
n=1
fn(x) definides per:
fn(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 si x  n
1
n
si x = n
convergeix uniformement, pero` no convergeix normalment.
3. Es defineixen per a cada n ≥ 1 , n ∈ N les successions de funcions
(fn)n∈N i (gn)n∈N, fn, gn : [0, 1]→ R
per:
fn(x) = x
(
1 + 1
n
)
gn(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
n
si x = 0 o´ x ∈ R − Q
q +
1
n
si x =
p
q
fraccio´ irreductible
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Demostreu: 1) (fn)n∈N convergeix uniformement en [0, 1].
2) (gn)n∈N convergeix uniformement en [0, 1].
3) (fngn)n∈N no convergeix uniformement en [0, 1].
4. Es defineix per a cada n ≥ 1 , fn : (0,+∞)→ R per fn(x) = mı´n
(
n,
1
x
)
.
i) Calculeu lı´m
n→∞
fn(x) , ∀x > 0.
ii) Estudieu la converge`ncia uniforme de (fn)n∈N en [a,+∞] (a > 0).
iii) Estudieu la converge`ncia uniforme en (0, 1].
5. Estudieu la converge`ncia uniforme i normal de les se`ries segu¨ents:
∑∞
n=1
x
nα(1 + nx2) en [a, b]
∑∞
n=1
xn
n(1 + nx2)
6. Analitzeu si so´n certes o falses les afirmacions segu¨ents, i raoneu les respostes:
i) Tota se`rie de funcions convergent e´s absolutament convergent.
ii) Tota se`rie de funcions normalment convergent e´s absolutament convergent, i recı´procament.
iii) Si una se`rie de funcions,
∑
fn, convergeix uniformement a una funcio´ f , aleshores la se`rie de
les seves derivades,
∑
f ′n , convergeix a la derivada de la funcio´ f , f ′.
iv) Si una se`rie de funcions,
∑
fn, convergeix a una funcio´ f , aleshores la se`rie de les seves primitives,∑∫
fn, convergeix a la integral de la funcio´ f ,
∫
f .
v) Una condicio´ suficient per a la converge`ncia d’una se`rie de funcions
∑
fn, es que lı´m
n→∞
fn(x) = 0.
vi) Si f (x) =
∑
anx
n per a |x| < ρ, aleshores, per extensio´, f (x) =
∑
anx
n
, ∀x ∈ R.
7. Sigui f : R→ R contı´nua. Definim gn : R→ R per
gn(x) = n2
∫ x+ 1
n
x− 1
n
f (t)dt
i) Demostreu que (gn)n∈N convergeix puntualment cap a f .
ii) Si f (x) = ex , demostreu que la converge`ncia e´s uniforme en tot interval acotat.
iii) Calculeu lı´m
n→∞
n(ex+
1
n − ex− 1n ).
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8. Estudieu la converge`ncia de la successio´ de funcions (fn)n∈N, on:
fn(x) = x
n
1 + x2n
, ∀x ∈ R
9. Demostreu que les se`ries segu¨ents de funcions so´n uniformement convergents en R:
a)
∞∑
n=0
sin (3nx)
2n
b)
∞∑
n=1
sinnx
n5/2
c)
∞∑
n=0
cos (nx2)
n!
10. Estudieu la converge`ncia puntual i uniforme de les se`ries segu¨ents de funcions:
∞∑
n=0
enx − 1
2nenx
en l’interval [0,+∞)
∞∑
n=1
ln (1 + nx)
nxn
en l’interval (1,+∞)
11. Demostreu que aquesta se`rie funcional:
(1 − x) +
(
x − x
2
2
)
+
(
x2
2
− x
3
3
)
+ . . .
e´s uniformement convergent en l’interval [ − 1, 1].
12. Demostreu que aquesta se`rie funcional:
(x − xe−x2 ) + (xe−x2 − 2xe−2x2 ) + . . .
e´s uniformement convergent en tot interval [a, b] que no contingui el zero i no e´s uniformement
convergent en tot interval l’adhere`ncia del qual contingui el zero.
13. Demostreu que la se`rie alternada segu¨ent:
∞∑
n=1
( − 1)n−1 1√
n + x4
e´s uniformement convergent en tota la recta real, pero` no absolutament convergent.
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14. Estudieu la converge`ncia uniforme de la se`rie funcional segu¨ent:
∞∑
n=0
x2
(1 + x2)n en l’interval [a, 1), amb a > 0
I en (0, 1)?
15. Estudieu la converge`ncia de les se`ries segu¨ents:
∞∑
n=1
x
((n − 1)x + 1)(nx + 1)
∞∑
n=1
1
n2
cosnx
∞∑
n=1
1
1 + xn
∗
∞∑
n=1
(
1 − cos (x/n)
)
en l’interval ( − ∞, a]
16. Sigui fn : R→ R , ∀n ∈ N definida per fn(x) = x1 + nx2 . Es demana:
i) Calculeu f = lı´m
n→∞
fn i g = lı´m
n→∞
f ′n .
ii) Demostreu que f e´s derivable pero` f ′(0)  g(0).
iii) Estudieu la converge`ncia uniforme de (fn)n∈N i de (f ′n)n∈N.
17. Es defineix fn : R→ R per
fn(x) = 1
n
e−n
2x2 si x ∈ R , n ≥ 1
Demostreu que (fn)n∈N convergeix uniformement pero` que (f ′n)n∈N no convergeix uniformement en
un interval que contingui l’origen.
18. Calculeu el lı´mit segu¨ent:
lı´m
n→∞
∫ 2π
0
sin (nx)
x2 + n2
dx
19. Demostreu que la funcio´ suma d’aquesta se`rie:
∞∑
n=0
( − 1)n 1
x + n
en l’interval (0,+∞) e´s infinitament derivable.
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20. Donada la successio´ de funcions segu¨ent:
f1
f2
f3
· · ·
1
11
1
2
22
0
00
1/4
1/2
i) Estudieu si la successio´ (fn)n∈N convergeix puntualment i/o uniformement en [0, 2].
ii) Demostreu que aquesta successio´:
(∫ 2
0
fn
)
n∈N
convergeix, sense calcular les integrals.
iii) Sigui (hn)n∈N una successio´ de funcions convergent uniformement en un interval [a, b]. Sigui
ln longitud de la gra`fica de hn. Suposem que hn convergeix uniformement cap a h i sigui l
la longitud de h. Podem assegurar que lı´m
n→∞
(ln) = l? En cas afirmatiu, demostrar-ho. En cas
negatiu, posa’n un contraexemple.
21. Comproveu que la se`rie per a la qual Sn(x) = nxe−nx2 , (Sn denota la suma parcial n-e`sima), no es pot
integrar terme a terme si es vol obtenir la integral de la funcio´ suma, S(x). Quina conclusio´ en podem
treure?
22. Suposeu que f e´s derivable. Demostreu que la funcio´ f ′ e´s el lı´mit puntual d’una successio´ de funcions
contı´nues.
23. Considerem la successio´ de funcions {fn}n∈N definida de manera recurrent:
f0(x) = 1 , fn(x) =
√
xfn−1(x) ∀n ≥ 1.
a) Demostreu que en l’interval [0, 1] la successio´ e´s puntualment convergent.
b) Demostreu que la converge`ncia e´s uniforme.
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24. Determineu el radi de converge`ncia de les se`ries funcionals segu¨ents:
∞∑
n=0
xn
n + 1
∞∑
n=0
3nxn
∞∑
n=0
( − 1)n x
n
n!
∞∑
n=1
xn
n(n + 1)
∞∑
n=0
xn
3n+1
∞∑
n=0
nxn
∞∑
n=0
( − 1)nnxn
∞∑
n=1
2nxn
n
∞∑
n=0
( − 1)n x
2n
(2n)!
∞∑
n=0
( − 1)n x
2n+1
(2n + 1)!
∞∑
n=0
( − 1)nx2n
∞∑
n=0
( − 1)n
2n + 1
(
x
2
)2n
∞∑
n=0
xn
(n + 1)2
∞∑
n=0
xn
(n + 2)!
∞∑
n=0
( − 1)x
3n
n!
25. Determineu un nombre λ > 0 tal que per a |x| < λ la se`rie:
∞∑
n=1
n!
nn
(x + 1/2)n
sigui convergent.
26. Com es determina el radi de converge`ncia de les se`ries de la forma segu¨ent:
∞∑
n=0
anx
kn+h
on h i k so´n dos nombres naturals donats?
27. Trobeu les sumes de les se`ries segu¨ents:
∞∑
n=1
2n2 − 2n + 1
2n2 − n x
n−1
∞∑
n=1
1
2n
x2n , |x| < 1
∗
∞∑
n=0
p(p − q) . . . (p − nq + q)
n!qn
xn , |x| < 1
I totes les possibles de l’exercici 24.
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28. Desenvolupeu les funcions segu¨ents en se`rie de pote`ncies de x:
sin (2x) x
2
1 + x4
ex/2
sin x
x
3
1 − x2 ln
(
1 + x
1 − x
)
1
(1 − x)(2 − x) ln
(
(x + 1)1/x
)
arctan x
1 − cos x
x2
2x sin2x
(1 + x)e−x x
1 + x − 2x2 cosh x e
−x2
29. Fent servir el desenvolupament en se`rie de pote`ncies, calculeu aproximadament les integrals segu¨ents:
∫ 1
0
sin x
x
dx
∫ 2
1
ex
x
dx
∫ 1
−1
e−x
2dx
∫ −1
−2
ln (1 − x)
x
dx
∫ 1
0
1 − e−x/2
x
dx
∫ 1/2
0
arctan (2x2)dx
∫ 1
0
sin (x2)dx
∫ 1
0
cos (√x)dx
30. Raoneu si les afirmacions segu¨ents so´n certes o falses:
i) Els coeficients de Fourier corresponents als sinus en el desenvolupament d’una funcio´ parella en
l’interval [ − π,π) so´n tots nuls.
ii) Els coeficients de Fourier corresponents als cosinus en el desenvolupament d’una funcio´ imparella
en l’interval [ − π,π) so´n tots nuls.
iii) Una funcio´ pot ser desenvolupada en l’interval [0,π] en se`rie cosinusoı¨dal i tambe´ en se`rie
sinusoı¨dal.
31. Dibuixeu les gra`fiques de les funcions perio`diques segu¨ents de perı´ode 2π, i escriviu-ne el desenvolu-
pament en se`rie de Fourier.
f (t) = t si − π ≤ t < π
f (t) = |t| si − π ≤ t < π
f (t) = t2 si − π ≤ t < π
f (t) = | sin x| si − π ≤ t < π
f (t) = 1 − t2 si 0 ≤ t < 2π
f (t) = t + π si − π ≤ t < π
f (t) = t si 0 ≤ t < 2π
f (t) = t2 si 0 ≤ t < 2π
f (t) = At2 + Bt + C on A, B, C so´n constants; si − π ≤ t < π
f (t) = At2 + Bt + C on A, B, C so´n constants; si 0 ≤ t < 2π
f (t) =
{
0 si − π < t ≤ 0
1 si 0 < t ≤ π
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32. Demostreu que es verifiquen:
∞∑
n=1
sin (nx)
n
=
π − x
2
(0 < x < 2π)
∞∑
n=1
cos (nx)
n2
=
3x2 − 6πx + 2π2
12
(0 < x < 2π)
Nota: podeu utilitzar els desenvolupaments en se`rie de Fourier per calcular algunes sumes de se`ries
trigonome`triques o nume`riques.
33. Desenvolupeu en se`rie cosinusoı¨dal la funcio´ f (x) definida per:
f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
cos
(
πx
l
)
si 0 ≤ x ≤ l/2
0 si l/2 < x ≤ l
34. Desenvolupeu en se`rie sinusoı¨dal la funcio´ f (x) definida per:
f (x) =
{
x si 0 ≤ x ≤ l/2
l − x si l/2 < x ≤ l
35. Donada la funcio´ f : [0,π]→ R definida per f (x) = k, ∀x ∈ [0,π], k constant real:
i) Feu l’extensio´ senar de f en l’interval [ − π,π] i calculeu la se`rie de Fourier associada.
ii) Si anomenem S(x) la suma de la se`rie de Fourier anterior, demostreu que S(x) e´s Riemann integral
en [0,π] i que
∫ π
0
S(x)dx = 8k
π
∞∑
n=1
1
(2n − 1)2
iii) Calculeu la suma de la se`rie nume`rica segu¨ent:
∞∑
n=1
1
(2n − 1)2
36. Considereu la funcio´ lineal que s’obte´ en unir els punts del pla (π, 0) i (0, A) , A > 0.
i) Feu l’extensio´ parella de f i calculeu-ne el desenvolupament en se`rie de Fourier.
ii) Estudieu la converge`ncia de la se`rie de Fourier associada a la funcio´ f i calculeu la suma de la
se`rie nume`rica:
∞∑
n=0
1
(2n + 1)2
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